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Od autora

W dzisiejszych czasach coraz wigcej osob zaczyna dbaé o
dobra kondycje i pracuje nad swoim cialem. Ludzie kupuja
roznorakie sprzety lub karnety na sitownie i w trudzie daza
do idealnego wygladu. W tym catym zabieganiu zapomi-
naja o najwazniejszym i najszlachetniejszym "miesniu- o
mozgu.

Oto masz przed soba ci¢zarek o wadze 756 KB, ktory choé
nie az tak wielki, czesto uzywany przyniesie zadowalajace
efekty. Nie zapominaj o regularnym powtarzaniu wszyst-
kich ¢wiczen. Nie martw si¢, drogi Czytelniku, nie naba-
wisz si¢ zakwasow od tego rodzaju wysitku.

Zbior zadan zawiera materialy pomocne w opanowaniu
problematyki omawianej na ¢wiczeniach z matematyki na
poziomie podstawowym Al.

Zadania zostaly przygotowane z mys$la o studentach Uni-
wersytetu Przyrodniczego w Poznaniu. 7Z tego powodu za-
warte zostaly zadania pomagajace w opanowaniu zagad-
nien omawianych na zajeciach, ale réwniez przyktadowe
zestawy zadan, ktore pojawiaja sie na kolokwiach, co po-
zwala zapoznaé sie z rodzajami i stopniem trudnosci za-
dan.

Material zawarty w tej ksiazce obejmuje zagadnienia ana-
lizy matematycznej: ciagi, szeregi, funkcje i jej wlasnosci,
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pochodna funkcji i niektore jej zastosowania. Kolejne te-
maty to catki nieoznaczone i oznaczone oraz ich zastoso-
wanie. Ostatnim elementem sa podstawowe typy rownan
rozniczkowych.

Omowione zostaly przyktadowe zadania. Oprocz tego,
kazdy rozdzial zawiera odpowiedzi do wszystkich zadan.
Mam nadziej¢, ze dowcipy i powiedzonka o matematyce
umila rozwiazywanie zadan.

Uprzejmie prosze o przekazywanie uwag na adres:
points2015Q@gmail.com.

Zycze Paristwu milej lektury.

)
Temu, kto nie zna matematyki, trudno spostrzec gtebokie
piekno przyrody.

R. Feynman



Rozdzial 1: Ciagi, szeregi
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Przyktad 1.

Zadanie 1.

ROZDZIAL 1: CIAGI, SZEREGI

Podaj wzor na wyraz ogélny ciagu o elementach
a;=—1, ao=1, a3 = -2, ag =6, a5 = —24,
ag = 120, ....

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze

a; = (—1)1, as = (—1)2 as = (—1)3 . 2,

ay :( 1)4 2
6

a :(:1)5:2

Naszkicuj wykres ciagu i podaj wzoér na jego wyraz
ogblny, o ile to jest mozliwe.

a) ciggu liczb parzystych,

b) ciagu odwrotnosci liczb nieparzystych,

c) ciggu stalego o wyrazach réownych -4,

d) ciggu kwadratow kolejnych liczb naturalnych,

e) ciggu o elementach 2, 9, 20, 35, ...,

f) ciagu o wyrazach %, %, %, s

g) ciggu odwrotnosci kolejnych poteg trojki,

h) ciggu kolejnych poteg liczby —1,

i) ciagu o elementach 2, 5, 10, 17, 26, 37, ...,



Przyktad 2.

ix

j) ciagu o elementach 3, —9, 27, —81, 243, ...,
k) ciagu kolejnych liczb pierwszych,

1) ciagu o elementach —4, 5, 20, 35, ...,

m) ciggu o elementach %, %,
n) ciggu o elementach %, %, %, :

0) ciggu o elementach réwnych odwrotnosciom
kwadratéw kolejnych liczb nieparzystych,

p) ciggu pierwiastkow z liczb naturalnych,

r) ciagu o elementach, ktore sa pierwiastkami row-
nania
sinz = 0 w przedziale [0, co),

s) ciagu o elementach, ktore sa pierwiastkami row-
nania
cosx = —1 w przedziale [0, 00),

t) ciagu odwrotnosci kolejnych poteg liczby 7,

u) ciagu odwrotnosci kolejnych liczb naturalnych.

Oblicz szes$¢ pierwszych wyrazow ciggu o wyrazie ogol-
_ 3 nmw
nym a, = —2"sin (T)'

Rozwiazanie:



Zadanie 2.

Przyktad 3.

ROZDZIAL 1: CIAGI, SZEREGI

Podstawiajac za n kolejne liczby naturalne otrzymu-
jemy:

a = —2sinT = 22 = /2,

az = —4sing = —4-1= —4,

az = —8 sin?jf = —8§ = —4/2,

ay = —16sinm = —16-0 =0,

as = —32sin °F = 32 (—2) = 162,

ag = —64sin T = —64 - (—1) = 64.

Wyznacz wyrazy od pierwszego do szostego ciagdow o
podanych wyrazach ogélnych

d)a, =2""14+3 b, = (n2—n—|—8),

DO =

e) a, =3""'+1,b, =73 (n*+n+2).

Podaj, ktore wyrazy ciagu {a,} o wyrazie ogolnym

_ V/8n+19—vn2-1 S
a, = In(nr1) sa nieujemne.
Rozwiazanie:

Wyrazy ciggu sa nieujemne, gdy a, > 0.
V8n19—v/n2—1

St@d nln(n—H)n = 0.

Dla n > 1 wyrazenie w mianowniku jest zawsze do-




Zadanie 3.

xi

datnie, zatem +/8n + 19 > v/n?2 — 1.
Podnosimy obustronnie do kwadratu i otrzymujemy
—n? 4+ 8n + 20 > 0. Ostatecznie, n € {1,2,...,10}.

Podaj, ktore wyrazy ciagu o podanym wyrazie ogol-

nym maja okreslona wtasnosé

wyrazy sa dodatnie, jezeli a, = (—1)",

n2—4n+1
2n24+1

wyrazy sa rowne zero, jezeli a,, =
L .. 1 o 2 o 3

wyrazy sa rowne zero, jezeli a, = n*(n :

wyrazy sa nieujemne, jezeli a, = 50 + 5n — n?,

wyrazy sa ujemne, jezeli a, = n? — 5n — 10,

wyrazy sa ujemne, jezeli a, = 3n® 4+ 10n + 8,

. ST _ Vn?42—+/nt4
wyrazy sg rowne zero, jezell a, = ¥ 50,
WwyTazy sa rowne zero. jezeli a, = ~L=n=2
y y @ ) ..] n n2+1+17

wyrazy sa niedodatnie, jezeli a, = (—1)"Inn,

n+4—n
n2+1

wyrazy sa niedodatnie, jezeli a, =
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Przyktad 4.

Zadanie 4.

ROZDZIAL 1: CIAGI, SZEREGI

Monotoniczno$é ciagu

Ciag jest rosnacy, gdy dla kazdegon € N mamy a,,.1—
a, > 0.

Dla jakiego parametru p ciag {a,} wyrazie ogolnym
a, = %ln(n + 1) — 4 jest rosnacy?

Rozwigzanie:

Aby sprawdzi¢ czy dany ciag jest rosnacy musimy ob-
liczy¢ a1 = %ln(n + 2) — 4. Nastepnie

Unp1 — ap = 2In(n+2) —4—2In(n+ 1) + 4.
Korzystajac z wtasnosci logarytmow

U1 — Qp = 211(17”r2 > 0.

Funkcja logarytmlczna przyjmuje wartosci dodatnie,
jezeli liczba logarytmowana jest wieksza od jedynki,
czyli Zﬁ > 1. Nieré6wnosc ta jest prawdziwa dla kaz-
dego n € N. Zatem a,,.1 — a, > 0 1 ciag jest rosnacy.

Dla jakiego parametru p ciggu (a,) ma okreslona wta-
Snos¢

a) jest rosnacy, jezeli a, = np + 1,

b) jest staly, jezeli a, = n’p,

c¢) malejacy, jezeli a, = n® — np,

d) jest rosnacy, jezeli a, = 2,



Przyktad 5.

xiii

e) jest arytmetyczny, jezeli a, = 6n + p — 2,

f) jest arytmetyczny, jezeli a, = W;

g) arytmetyczny, jezeli a, = v/2p(n + 1),

h) Suma trzech liczb tworzacych cigg arytmetyczny
jest réowna 24, a suma kwadratow tych liczb jest rowna
210. Wyznacz ten ciag.

i) Dla jakiej wartoéci parametru p liczby 2?2 + 2z,
2?4+ 22 — 1, 5z + 8 tworza ciag arytmetyczny?

j) Liczby z, vy, z tworza ciag geometryczny, zas liczby
r—1, y+5, 249 tworza ciag arytmetyczny. Wyznacz
te liczby, jezeli x +y + +2z = 21.

V22 4+5n—v/n2+2n
- ™ :

Oblicz granice ciagu o wyrazie ogélnym a,,

Rozwiazanie:

V202 +5n —v/n? 4+ 2n
™

lim a, = lim
n—0o0 n—oo

Przeksztatcamy to wyrazenie korzystajac z podsta-
wowego wzoru algebry elementarnej a — b = “2122.
Mnozac licznik i mianownik utamka przez wyrazenie,
ktore znajduje sie w liczniku ze znakiem "-+6trzymu-

Jemy
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ROZDZIAL 1: CIAGI, SZEREGI

(\/2n2 +5n — v/n? +2n) (\/2n2 +5n 4 v/n? 4 2n)
5o ™ (\/2n2 +5n 4+ Vn? + 2n)
2n? + 5n — (n? + 3n)
lim =
n=o0 Ty (\/2n2 + 5n +v/n? + 2n)
lim n? + 3n
% 7 (V2n2 4+ 5n + v/n? 4 2n)
n+3

lim
5% 7 (\/2n? + bn + /2 + 2n)
Stopien wyrazenia w mianowniku jest réowny 1, za-

tem licznik i mianownik dzielimy przez n pamietajac
o tym, ze, aby podzieli¢ pierwiastek kwadratowy przez
n, nalezy wyrazenie podpierwiastkowe podzieli¢ przez

n2.

lim

n—00 n (\/_—|— 1) 7

1 lim nt § =

T (2 +5n2+\/ 22)

1 lim 1 + =

77Hoo¢2+ +¢1+—

Poniewaz nh_)rgo o= 0, wiec otrzymujemy ostatecznie
V2n? +5n — vn? +2n _ 1 V2-1



Zadanie 5. Oblicz granice ciggu o wyrazie ogdlnym

— 2 - — ntl
a) a,=+vn*+1—n, b) an="%,

¢) ay=vnZ+3n+1-vn?=3, d) a,=3"t0=l

n+2
6) Qp = (n2—§()n1_—2n2)7 f) ap = %ijjga
g) an = VLA h) an = g
i) an =00, J) an =
k) a,=+vn+2—n, ) a,= 557;22,

m) a,=vVn:—3n+1—vn2+1, n) a,= 2nt1

n34+1’
0) an:\/n2—4n§%—¢n2+1’ p) an:(niﬂ)?’”,
) oan=(1-2)", 5) @ = (25)""
Hoa= (-3 u) a, = (323)"

Przyktad 6. Wyznacz sume szeregu % + % + % + ...

Rozwiazanie:
Zauwazmy, ze podany szereg jest to suma wyrazow,
ktore tworza ciag geometryczny o wyrazie pierwszym

rownym a; = % oraz ilorazie ¢ = 2. Warunkiem

3



ROZDZIAL 1: CIAGI, SZEREGI

xvi
ai

zbieznosci takiego szeregu jest, aby |¢| < 1. Tuta]
q = % < 1, wiec mozemy zastosowaé wzor S = yut

_12

7

4
7

Wi

Czyli S = £
Zbadaj, czy szereg jest zbiezny. Jedli tak, to znajdz

Zadanie 6.
jego sume.
a) 15+5+ 242+ ..,
b) 0,2+ 0,02 + 0,002 + ...,
¢)2+3+3+..,
d)9+3vV3+3+V3+ ..,
e) 6m + 21 + 3w+ ...,
D1+i+3+5+-
g s+t xt
h) 2+3+2+..,

D1+L 484

DE+R+R+ .



Przyktad 7.

xvii

Zbieznos¢ szeregow

Przy badaniu zbieznosci szeregu korzystamy z wnios-
kow wynikajacego z kryterium d’Alemberta zbieznosci
SzZeregow:

Jezeh w szeregu .o a, o wyrazach dodatnich
n—oo an

< 1, to szereg ten jest zbiezny.

Jezeh w szeregu >0 a, o wyrazach dodatnich

n—o0 an

> 1, to szereg ten jest rozbiezny.

Jezeli w szeregu >>° ;| a,, o wyrazach dodatnich
. On+l
lim

n—oo an

stosowac inne kryteria.

= 1, to przypadek jest watpliwy i nalezy

Bn)!

—w- jest zbiezny.

Zbadaj, czy podany szereg > °

Rozwiazanie:

W celu zbadania zbieznos$ci podanego szeregu korzy-
stamy z wnioskow wynikajacych z kryterium
d’Alemberta zbieznosci szeregéw. Po podstawieniu
otrzymujemy

) (p41

lim
(Bn+3)! n"

im . =
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ROZDZIAL 1: CIAGI, SZEREGI

lim (3n)!(3n+ 1)(3n 4+ 2)3(n + 1)n" _

n—300 (n+1)"(n+1)(3n)!

. no\"
3%%@n+n@n+%<n+J _

n+ 1)‘”
n

;g&@n+n@n+m(

1 an
Poniewaz lim (n + > = e, a# 0, wigc
n—oo n
5 2 2) =
gnggo(9n +9n + 2) = oo.

Czyli szereg jest rozbiezny.



Zadanie 7. Zbadaj zbieznos¢ podanych szeregow.

5

a’) 720:1 nni_‘_!;g) b) ?Lozl ZTH
|
c) ne1 %a d) o %9
4 n
e) nel %7 ) 20 %7
9 Ty G h) s (2)
. 00 2\ 2n . 00 %
Z) n=1 (ﬁ) ) .]) n=1 (STL + 1) )
k) 00 (n2—4>g l) 00 (271—1—3)2”
n=1\ n¥1 ) n=1 \n3+1 ’
0o (n+3 )" 0o (2n+3)\3
m) n=1 (Qn_7) ) TL) n=1 (3n+7) )
2 £\ 4n n
0) ZOZI (gn+?> ) p) ?Lozl (%) ! )
131a9n 309En
T) ;.10:1 n171§ ) 3) Szozl ng()%? )
00 5 n+2 00 7 n+1
t) n=1 (§> 3 u) n=1 (5) :

Przykltad 8. Jaka wartos¢ liczbowa przedstawia utamek 2, (43)?

Rozwiazanie:
Przedstawiamy dany utamek w postaci sumy
2,(43) =2+ (0,43 + 0,0043 4+ 0,000043 + ...)

Wyrazenie w nawiasie jest szeregiem geometrycznym



XX ROZDZIAL 1: CIAGI, SZEREGI

n 43 : : 43 . . o
12-:1 Topr © Wyrazie pierwszym ay = 155 1 ilorazie ¢ =
To5- Ze€ Wzoru na sume szeregu geometrycznego S =
a . . :
Lian = 1qu otrzymujemy, ze sumag tego szeregu jest
043 __ 43 _ 43
10,01 = 99 = 99° Stad
_ 3 _ 043
2,(43) =2+ 55 = 255

Zadanie 8. Jaka wartos¢ liczbowa przedstawiaja ponizsze utamki?

a) 0, (37),
b) 0, (33),
¢) 2, (16),
d) 3, (43),
e) 2,3(97),
£) 4,5(38),
g) 0,3(299),
h) 0,5(314),
i) 2,47(33),

i) 8,59(47).
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Odpowiedzi

Zadanie 1.

a) a, = 2n, b) a, = %%1, ¢) a, = —4, d) a, = n?,

e)ay = (n+1)(2n—1), f) ay = %, g an = 3+, h)

a, = (=1)" i) a, = n*+2,j) a, = (=1)""13" k)

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17,...., 1) a, =?, m) a,, = 2%, n)
)

an:%%;l,o) an:(%%l)g, p) ap = \/n, 1) a, = nmw, s
an:?’%”?t)an:%n,u)an:

1
-

Zadanie 2.
a)
1 1 1 _ 1 1 1
a1_§7a2_37a3_§7a4_ﬁ7a5_§7a6_@7
_1 _ 1 _ 1 _ 1 _ 1 _ 1
bl - 3 b2 — 5 b3 A b4 - 9 b5 — 11 b6 13>
b)
_ -1 _ 1 _ -1 _ 1 —1 _ 1
aj 55 2 1 a3 g Q4 16> a5 395 A6 647
—1 1 _ -1 _ 1 = _ 1
bl — "9 b2 — b3 6 b4 g b5 10 b6 127

a1=0,ay=1,a3=0, ag = —1, a5 =0, a5 =1,
by =0, b =1, 03=2, by =3, b5 =4, bg = 5,

d)
a1:4, CL2:5, a3:7, a4:11, a5:19, a6:35,
by=4, by=5, by =7, by =10, b5 = 14, bg = 19,



xxil ROZDZIAL 1: CIAGI, SZEREGI

¢)
a1:2, CL2:4, CL3:10, CL4:28, a5:82, CL6:244,
by =2, by=4, by=17, by =11, by = 16, b = 22.

Zadanie 3.

a) wyrazy parzyste, b) brak rozwigzan, c¢) wyraz ag,

d) wyrazy a; — ayg, €) wyrazy a; — ag, f) brak rozwigzan,
g) wyraz as, h) wyraz as, 1) wyrazy nieparzyste,

j) wyrazy aj i as.

Zadanie 4.
a)p>0,b)p=1,¢c)p>2n+1,d)p>0,e)pe R,
f)peR, g)p>0h)pe{-9, —1,},1),]) .

Zadanie 5.
> 5 k)0,1) V5, m) - .1)0,0)0,p) e, 1) e,
s) 62 t) e 77 )oo

Zadanie 6.
a) 225, b) 2, ¢) szereg rozbiezny, d) (3+\f> e) 9, ) 3, g)
3+\f

3. h) szereg rozbiezny, i) , j) szereg rozblezny

10°

Zadanie 7.
Szeregi zbiezne: b, d, e, f, g, h, i, 1, m, n, r, s, t.
Szeregi rozbiezne: a, ¢, j, k, o, p, u

Zadanie 8.
37 16 43 197 533 1648 5309
)> 99771 b)) 5g88299> d) 399 © e) 2395 £) 49907 g) 1995 h) 9990°
2= 2522
1507 J) ©9900
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Weszystko nalezy upraszczaé jak tylko mozna, ale nie bar-
dziej.

Albert Einstein
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Rozdzial 2: Funkcja jedne]
zmiennej 1 je] wlasnosci
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Przyktad 1.

ROZDZIAL 2: FUNKCJA JEDNEJ ZMIENNEJ I JEJ WEASNOSCI

Wyznaczy¢ dziedzing funkeji y = /2% + h;(;:i) + x\Z'

Rozwiazanie:

1) Pierwszy sktadnik sumy jest okreslony wtedy, gdy
wyrazenie pod pierwiastkim jest nieujemne oraz mia-
nownik jest rézny od zera, tzn. gdy

L >0ix+4#0.

Czyli (b —x)(x+4) > 0ixz+4 # 0, co implikuje
x € (—4, 5.

2) Drugi sktadnik sumy jest okreslony, gdy mianow-
nik jest rézny od zera, gdy wyrazenie pod pierwias-
tkiem jest nieujemne oraz gdy liczba logarytmowana
jest dodatnia, tzn. gdy v/x —2 # 0, 2 —x > 0 oraz
x — 3 > 0. Po rozwiazaniu nieréwnosci otrzymujemy,
ze T € (3, 00).

3) Trzeci sktadnik sumy jest okreslony, gdy mianownik
jest rozny od zera, tzn. gdy x—4 # 0, czyli gdy x # 4.

Uwzgledniajac wszystkie warunki mamy
xr € (3, 4)U (4, 5]



Zadanie 1. Wyznaczy¢ dziedzing funkcji

a) y=xvb—x, b)

¢) y=VaZst+ 2L d)
e) y=v-r+vi+u, f)

9 Y= ag T VE+2, h)

D) oy=vr—1+2/1—z+Va2+1, j)

k) y=Inz—2Inx+ 2, [)
m) y = n)

0) y:m+\/ﬂc+4+\g/$+5, P)

In(— 2

_ 4= 41n(3—2x)
t) y= Vz+2 I;:+1x ’ u)

Przyktad 2. Obliczy¢ wartos¢ funkeji f(z) = izf% dla v =
dla x = 3.

Rozwiazanie:

XXVii

— 23 —bx?+6x
Y So—2-2

_ VA—ax+V1+2x
y - \/m—Q 9

— A/9—z-5
(s vy

y=/lg (5.’1:1112)7

y = logg x,

_ 4z
Y= a2

_ 1 13
Y=3:3~ B2

_ In(16—2?)
Yy = 4r—1

W miejsce z wstawiamy liczby —3 oraz 3 otrzymujac

f(=3) = Eii%if = % oraz f(3) = g;“_r% — %.



xxviii ~ROZDZIAL 2: FUNKCJA JEDNEJ ZMIENNEJ I JEJ WEASNOSCI

Zadanie 2. Obliczy¢ wartos¢ funkeji w podanym punkcie

a) f(x) =737, fQ0), f(=2), f(=0,5), f(0,5)
b) f(x) - _25537 f(_2)7 f(2)7 J (%) ) f(O),

o) flz)==3(x-2)"+5 f(2), f(0),

e) [flz)=2xv—5r—4, F(=4), f(=3), F(3), F4),
f) f(x):2554+3132+1, f(_a)7 f(a)7 f(075a)7

9) f(z)= 2% f($+h);f($—h)7

h) f(z) =4z — 22, fla+1) = fla=1).
i) flz)=sinz, 1) 1 G) 1)
J) fla) =45, f(0), f(m).

Przyktad 3. Wyznaczy¢ zbior wartosci funkeji f(z) = 2% — 3.

Rozwiazanie:

Dziedzina funkeji f(x) = 2% sa wszystkie liczby rze-
czywiste, natomiast zbiorem wartosci sa wszystkie liczby
rzeczywiste dodatnie. Wykres funkcji f(x) = 2% — 3
powstaje z przesuniecia wykresu funkeji f(z) = 2% o
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wektor @ = [0, —3]. Dziedzina funkcji nie zmienia sie,
natomiast zbiorem wartosci jest (—3, 00).

Zadanie 3. Wyznaczy¢ zbior wartosci funkceji

a) Y=, b) y=5",
C) y:V_:U+37 d) y:$2—2,
e) y= ﬁy f) y=4Vbz,

g) y=-b5x>+17x —33, h) y=|z>+x— 3|

i) Y= sinx, j) y = sin2z,

k) y=2sinz, ) y=sinx+2,
m) y="T", n) y="17

o) y=-T" p) y=T"+3,
r) xzy=>5, s) y:%—l—l,
t) y=lz[—4, u) y=lz—2|

Przyktad 4. Wyznaczyé punkty przeciecia wykresu funkcji

f(z) = @;‘ém z osiami uktadu wspotrzednych.

Rozwiazanie:
Zauwazmy, ze dla kazdego x € R wartos¢ wyrazenia
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22 + 1 jest dodatnia. Stad funkcja jest okreglona, gdy
3r + 11 > 0 oraz gdy « + 5 # 0.

Dziedzina funkcji jest zatem zbior (—11

3 ).
Jezeli wykres funkcji przecina os ox, to wtedy rzedna

tego punktu jest réowna zero. Stad

\/xziﬂ;‘ém = 0. Utamek jest rowny zero wtedy i

tylko wtedy, gdy jego licznik jest réwny zero. Zatem

Va2 +1—+/3x+ 11 = 0. To implikuje, ze

Va2 +1 = 3z +11. Podnosimy obustronnie do
kwadratu i otrzymujemy

|22+ 1| = |3z +11]. Korzystajac z okreslenia wartosci
bezwzglednej mamy

22+ 1=3x+11lub 2> + 1 = —(3x + 11). Po prze-
niesieniu na jedna strone

2> —3x—1=01lub 2? + 32+ 1+ 12 = 0. Pierwiast-
kami pierwszego réwnania sa x = —2 oraz x = b.

Oba te pierwiastki naleza do dziedziny funkcji. Wy-
roznik drugiego réwnania kwadratowego jest mniejszy
od zera, czyli rownanie to nie ma pierwiastkow rze-

czywistych. Zatem punkty przeciecia wykresu funkcji
f(x) = szﬂg;r%?’“ll z osig ox to (—2, 0) oraz (5,0).

Jezeli wykres funkcji przecina o$ oy, to wtedy odcieta
tego punktu jest rowna zero. Podstawiamy x = 0 do
wzoru funkeji i otrzymujemy f(0) = —v/2. Czyli wy-
kres funkcji pzrecina o$ oy w punkcie (0, v/2).
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Zadanie 4. Wyznaczy¢ punkty przeciecia wykresu funkceji z osia-
mi uktadu wspotrzednych

a)

_ x?—x-2

y_ /x2+1+17

y="5(7T—1z)(2z +5),

1

y - 1~2+37
_ 2
y - $2+27
— T+2
Yy Vr2—3z+2’

y=2vr—1—-3y1—=x,

y =25 — 22 — /4 — bz,

_ -7
Y= 2335

_ Va2+1—+/5z+7
Y= x24+22+5

Vi—22=1-—y,

Y= Ve
_ a2
Y= vty
_ 1
y =3V — /i3
- x=T
Y= T2 250122
y* = 2z,

y? =a2? —3x + 2,

V22 4+30—/1-11zx
y= 323 —5x2—Tx+3
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ROZDZIAL 2: FUNKCJA JEDNEJ ZMIENNEJ I JEJ WEASNOSCI

Funkcja r6znowarto$ciowa

Funkcja jest réznowartosciowa, jezeli dla kazdej pary
x1, X9 nalezacej do dziedziny, takich ze x1 # x5 od-
powiednie wartosci funkcji spetniaja relacje

f(z1) # f(x2).

Czy funkcja y = 2% — 10x + 21 jest roznowartosciowa
w przedziale (1, 8)7

Rozwiazanie:

W celu rozwiazania zadania przyjmijmy, ze x1 # xs.
Obliczamy

fla1) = f(x2) =

23 — 1027 + 21 — 23 + 1035 — 21 =

((L‘l — xz)(ﬂfl + .I'Q) — 10(%1 — xg) =

(5171 — $2)(£L‘1 —+ 19 — 10) = 0.

Stad f(x1) = f(x2) wtedy i tylko wtedy, gdy z1 = x5
lub 1 + 29 — 10 = 0. Pierwszy warunek nie moze by¢
spelniony. Zatem sprawdzamy, czy xo = 10 — z1 dla
r1, T € (1, 8).

Wezmy x1 = 3, wtedy x9 = 7. Obie wartosci x; oraz
x9 naleza do dziedziny i rownoczesnie f(x1) = f(x2).
Czyli funkcja y = 22 — 102 + 21 nie jest réznowartos-
ciowa w przedziale (1, 8).
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Zadanie 5. Czy podane funkcje sa réznowartosciowe w podanych
przedziatlach? Uzasadnij swoja odpowiedz.

a) y=715, (-0, 2), b) y =135, (5, 00),
c) y=ua*+3x+3, (—oo, 0), d) y=a? [0, oo),

e) y=-2x*+x-3, (-7, 7), f) y= x%fl, [—1, o0),
9) y=2+7, (=2, 00), h) y=a* [-5,5),

i) y=(r-2)? [-1,5), J) Y=z [0, 00),
k) y=22*+2, (—o0, 00), ) y=lz|, [0, o),
m) y=2z*+2, (—V11, 0,73), n) y=lz|, [-8, 13),
0) y=lr+3| (=00, 0), p) y=lr+3], [0, 00),
r) y=(r-2)% [2, 00), s) Y= 25 (=5, D),

t) y=—622+2+35 (=2, 1), u) y= -2, [0, c0).

Parzystosé funkcji

Jezeli dla kazdego x € D, —x € D oraz
f(—x) = f(x), to funkcja jest parzysta.

Jezeli dla kazdego x € D, jezeli —x € D oraz
f(=z) = —f(x), to funkcja jest nieparzysta.
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Przyklad 6. Czy funkcja y = —2x° + 42 — 32 + /3 jest parzysta,
czy jest nieparzysta?

Rozwiazanie:
Aby wyznaczy¢ czy funkcja jest parzysta, czy niepa-
rzysta obliczamy odpowiednie wartosci. Mamy zatem

f(z) = —22° + 42% — 32 + V/3.

fl=z) = =2(- )+4( z)* = 3(~2) + /3
f(=z) =225 + 42% + 32 + V3 # f(2).
Czyli funkcja nie jest parzysta.

Stad

f(—2) = 22° 4 42% + 3z + /3.

—f(x) = —(—22° + 42> — 3z +V/3) =
20° — 422 + 31 — /3 #£ f(—2x).

Zatem funkcja nie jest nieparzysta.
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Zadanie 6. Czy podane funkcje sa parzyste, czy sa nieparzyste?
Uzasadnij swoja odpowiedz.

Q) Y=ty b) y==5,

c) y=v-z+3, d) y=1"-2,

e) y=2x>+ 5z’ f) y=3*+3"%

g) y=3xz* -5 +1, h) y= 3%

i) y=sinz, j) y=cosz,

k) y=3(2"—27"), ) y=2"+27"

m) y=lzl, n) y =15,

o) y=lz|-u=, p) Y= 1

r) y=(x+1)3, s) y=1z°+1,

t) y=42®+ 25— 2, u) y=4r> +a25+ 2 -2

Przyktad 7. Wyznaczy¢ funkcje odwrotna do funkcji
f(z) =1In(x —2) + 3.

Rozwiazanie:

Mozemy wyznaczy¢ funkcje odwrotna do danej funk-
cji, gdy jest ona réznowartosciowa. Zatem ze zwiazku
y = f(x) nalezy wyznaczy¢ zwiazek © = g(y).
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Funkcja f(z) = In(x — 2) + 3 jest roznowartosciowa,
a stad y = In(z — 2) + 3. Wyznaczamy x.

In(z — 2) = y — 3. Z definicji logarytmu

eY=3 = x — 2. Dodajemy obustronnie 2 i mamy

x = e¥ 3 + 2. Po zamianie oznaczeri

y=e" 3+ 2.

Zadanie 7. Wyznaczy¢ funkcje odwrotna do danej w podanych
przedziatach

a) f(z) =, x€[=2, 5],
b) f(x) =3z, x € R,
¢) f(x)=1—=bx, x € (—o0, 4],

d) f(z) =2>+2, z €[4, c0),

g) f(x) = 2> -3, x €[0, 100],
h) f(z) = Va2 +1, v €[4, 8,
i) f(x)=Inz, z € R

j) flx) =3" z €N,



Przyktad 8.

XXXVil

k) f(z) =4 —logx, x € [8, 251],

D) f(x) =Inz+7, x e R,

m) f(z) = 3, 2 € (—, ),

Il) f(SL’) =, T € [27 5]7

1—e*?

0) f(z) = a3+ 622 +122 +5, v € R,

p) f(z) =a%—7, z € [-33, 15],

1) flz) =22 +3, x € [-9, 0],

s) f(z) =2+ 10%, z € [1, 00),

t) f(x) = —23 +62% — 122 + 9, x € [-5, 10],

u) f(x)=3—¢" ze[-2, 2].

Dla podanych funkcji f(x) = x4, g(z) = 27, h(z) =

sin x wykonaj ztozenia.
Rozwigzanie:
flg(2)) = flz —=7) = (= 7)*,

f(h(x)) = f(sinz) = sin? x,
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9(f(z)) =g(a*) =a* -7,
g(h(z)) = g(sinx) = sinx — 7,

h(f(2)) = h(a®) = sina?,

9(9(@)) = gle =7) =z — 14,

h(h(z)) = h(sin z) = sin(sin z),
flg(h(x))) = f(sinz — 7) = (sinz — 7)%,
f(h(g(@))) = f(sin(z — 7)) = sin*(z — 7),
g(f(h(2))) = g(sin*x) = sin*z — 7,
g(h(f(x))) = g(sinaz?) =sinz* -7,
h(f(g(x))) = h((z — 7)*) = sin(z — 7)*,

h(g(f(2))) = h(z* —7) = sin(z* — 7).



Zadanie 8. Dla podanych funkecji wykonaj ztozenia

F(f (@), 9(f(2)), fg(x)), g(g(x)).

flz) = a* — 22
fla)=4+3°
fz) = v,
flz) = a?
flz) =3
fla)=2
flx) =2,
f(z) =1Inzx,
flz) = tga
f(z) =logw,
flx) =e"
f(x) =logyx

6(z) = Inz,
g(x) = cosz,
g(x) = 22°,

g(x) = sinz,
g(z) = cosz,

g(x) = 322,

glx) =2z
9(x) =V,
g(x) =

g(x) =2® + 1,
glx) =x+7,

XXXIX
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n) flz)=-a2"—2* g(z)=a+11,

o) fla) =1, g(x) = cosz,
p) flz) =47 g(x) = tg,

P f(z) = logs 7, g(z) = 222 + 7,
s) f(z) =sinz, g9(x) = tgz,



xli

Odpowiedzi

Zadanie 1.

):L‘E(oo5] b) z € (—o0, 2)U(2, 6),

)z € (—o0, =T)U(—=7, =3]U(5, 6),d) z € (—o0, —2],
e)x € [—4, 0 f) z € (—oo0, 9]/{0, 1, 3}, g) v € [-2, 1),
h) z € [1, 4] )xe{l}J)xE(O oo) k) x € (0, 00),
D)z eR/{=3,5, 3}, m) z €[4, 5]/{=3, 1},
n)z e R/{3}, 0) v € [-4, 3)/{2}, p) © € (-4, 4)/{0},

r) funkcja nie jest okreslona, s) z € [0, 4],

)z e (=2, 3)/{-1}, u) = € R/{-13, 13}.

C

Zadanie 2.
) £(0) = 1, F(=2) = =%, F(=1) =0, F(}) = 1,6
¢) f(2) =5, f(0)=—43, d) fg\/§> - \/67

e) f(—4) = =32, f(=3) = =2, f(}) i f(4) funkcja nie
jest okreslona,

f) f(—a) =2a*+3a®> + 1, f(a) =2a*+3a>+1, f(}) =
7_|_3a +1, ) (z+h)? ( n? _ g2 + 2h2,

)f( 1) - f(a—l) 8 — 4a,

) f(=5)=-1 J(5) =% [(§) =1,

) f0)=1, f(r) = 5%

Zadanie 3.

a) Zy = (—00, 00)/{0}, b) Zy = (—00, o0)/{0}

C) ZW = [07 OO), d) ZW - [_2007 OO)? e) ZW - (0 %]’
f) Zw = [0, 0), g) Zyw = (—o0, —18,55],

h) Zy = [}, 00), 1) Zy ) Zw =11, 1]
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n) Zy = [0, 00), 0) Zy = [0, 00), p) Zy = (3 00),
1) Zy = R0} 8) Zog = R/{1} 1) Zuy = 4, 00),
U) Zy = [2, 00).

Zadanie 4.

a) (1, 0), (2, 0), (0, —1), b) (217, 0), (0, 203),
¢) (—1, 0), (6, 0), (0, 1557), d) (3, 0), (0, P,

(—1
e) (0, ), f) (0, 0), g) (0, 1), h) funkcja nie przecina osi,
) (=2, 0), (0, v2), ) (4, 0), (0, =2), k) (1, 0),
1) funkcja nie przecina osi, m) funkcja nie przecina osi,
n) (7, 0), (0, —g3),0) (0, £), p) (0, 0),
1) (=1, 0), (6, 0), (0, *5),5) (1, 0), (2, 0), (0, =),

(
£) (0, 0), w) (<5, 0), (FLY5, 0), (0, Y301y,

B

Zadanie 5.

Funkcje réznowartosciowe: a, b, m, o, p, r, t.

Funkcje, ktore nie sa réoznowartosciowe: c, d, e, f, g, h, i,
i, k, 1, n, s, u

Zadanie 6.

Funkcje parzyste: a, d, f, j, k, I, m, n, t.

Funkcje nieparzyste: e, i, p.

Funkcje, ktore nie sa parzyste i nie sa nieparzyste: b, c, g,
h, o, 1, s, u.

Zadanie 7.
a) g(y) =y, b) g(y) = 3y, ¢)
d) g(y) =y — 2,e)g(y)=
f) g(y) = _3,g) 9(y) =y — 3,
h) g(y) =vy*—1,i) g

y) =€, j) g(y) = 124,

/"\



0) g :
r) g(y) = %2, 8) gly) =lg(y — 2),
t) g(y) =vV-y—1+2,u) g(y) = In(y — 3)

Zadanie 8.

a) f(f(x)) = (2* = 22%)*((2* — 22%)* = 2), g(f(x))
In(a* —22%), f(g(x)) = In*z -2z, g(g(x)) =
b) f(f(x)) =4+3"%, g(f(x)) = cos(4+3"), f(g(x))
4+ 357, g(g(x)) = cos(cos ),

xliii

¢) f(f(z)) = 21, g(f(z)) = 2Va3, f(g(x)) = V23,

(9(x)) = 227",
)

f(f()) = 2% g(f(z)) = sina®, f(g(z)) = sin’z,

224l g(g(x)) = 294627 — 320+ 122" — 122 +132° —

1222 4+ 10z — 2

h) f(f(z)) =In(lnx), g(f(z)) = 2Inx, f(g(z)) = In(27)
9(g(x)) = 4z,

i)(f(( )()af)) = tg(tgr), 9(f(2)) = Vigz, f(g(x)) = tevr
glg\x = T4

i) f(f(z)) = log(logz), g(f(z)) = log'z, f(g(z))
log 2, g(g(z)) = «'°, 2 2
k) f(f(z)) = e, g(f(x)) = e + 1, f(g(z)) = "
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) f(f(x)) = logy(logy ), g(f(x)) = loga x+7, f(g(x)) =
logs(z +17), g(g(x)) = = + 14,

m) f(f(z)) =z —6, g(f(z)) = 32 — 13z +5, f(g(z)) =
302 4 52 — 10, g(g(x)) = 2724 +902% — 3622 — 1852 + 105,
n) f(f(z)) = 2¥4+522+102 45213 22" -2, g(f(x)) =

2 — 22+ 11, f(g(z)) = —(z + 11)*(2® + 332% + 363z +
1330), g(g(z)) = = + 22,

o) J‘;(f(x))) =, g(f(2)) = cos 3, flg(z)) = 7. 9(9(2)) =
p) f(f(z)) = 256", g(f(x)) = ted", f(g(x)) = 4%,
9(g(x)) —tg( z),

r) f(f(2)) = log’(log ), g( ( ))—210g356+7 flg(x)) =
logs(22% + 7), g(g(x)) = 8z* + 562% + 105,
s) f(f(z)) = sin(sinz),

8
gg () = tg(sinz), f(g(x)) =
4,

f sin(sin
sin(tgz), g(g(x)) = tg(te 3
-~ g(f(x) = Y5, flg(x)) =

t) f(f(x)) = \7\/_ 4 -
— 4,

9y
u)( )

(z
— 23 +

(
= (f(fc)) = 250 flg(@) = 225 9(9(=)

)
Matematycy sa jak Francuzi: cokolwiek im sie powie, od

razu przektadaja to na swoj wlasny jezyk i wowczas staje
sie to czyms zupelnie innym.

Johann Wolfgang Goethe
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Przyktad 1.

ROZDZIAL 3: GRANICA FUNKCJI, ASYMPTOTY, CIAGEOSC

-9 3 z+3
Wyznaczy¢ granice funkeji lim <H> :
T—00 _233
Rozwigzanie:
. <_2x + 3>:C+3
lim | —— =
T—00 _233
. (=22 + 3\ (=224 3)\3
lim < < lim | ———

X

3

| 1\ 1\
A {1+ =5 | = lim | {1+ =
3 3

Wyrazenie w nawiasie jest rowne liczbie e, wiec cata
3 )
granica wynosi e~ 2.
—2x + 3\ 13 _
_ =1-e
—2x

(][9]
|
[N][9N)

Ostatecznie lim <
r— 00



Zadanie 1. Wyznaczy¢ granice funkeji

2
2 —
o) hmx(x+ x 3)’
rz—1 2 -1
V16— — 22 —/16 — 22
c¢) lim :

z—0 4

23— 52462 —1
e) dim, 5

x(22? — 3z + 5)
T=00 2 —11 ’

i) lim V5 -5
=3 /5 + 3z — /11’

3 3z
k) xh_)n(;lo<1+x> ,

’ 227 — 3
im
=0 gp(x —4)(9 — 2z)’

0) Jr;li_>1rlcr>1o(x\/_—\/3x2+2x—5>,

xlvii

lim

x—0 20
o 2z +1
lim :

=3 r— 3
o1

5
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Przyktad 2.
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Asymptoty

Funkcja moze mieé¢ asymptoty pionowe, poziome i uko-
sne.

Asymptoty pionowe moga istnie¢ w punktach, ktore
nie naleza do dziedziny funkcji.

Jezeli lim f(z) = blub im f(z) = b, to funkeja po-

siada asymptote pozioma o réwnaniu y = b.

f(z)

Jezeli lim - =a i lim (f(x) —ax) = b, to prosta

y = ax + b jest asymptota ukosna.

Zauwazmy, ze asymptote pozioma mozemy traktowac
jako szczegolny pprzypadek asymptoty ukosnej (dla
a=0).

2234527
4—x2

Wyznaczy¢ asymptoty wykresu funkeji y =
Rozwiazanie:
Dziedzing funkcji jest (—oo, —2) U (=2, 2) U (2, c0).

Asymptoty pionowe moga istnie¢ w punktach, ktore

nie naleza do dziedziny funkcji. A zatem
223 4+ 5x — 7 [—33

g
I

T——2- 4 — g2 0~
223 + 51 — 7

T——2% 4 — 22

| ==
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. 23 + 5r — 7 B 19 B

xlﬁrgl* 4 — 1'2 - O+ -
23+ hr—7 [ 19]

lim = |—| = —o0,

r—2t 4 — x2? 0—

gdzie symbole 0~ oraz 0% oznaczaja liczbe bliska zera
odpowiednio ujemna i dodatnia. Zatem proste x =
—2 1 x = 2 sa asymptotami pionowymi.

Asymptota pozioma istnieje wtedy, gdy granica z funk-
cji w nieskoniczonosci jest liczbg. Zatem liczymy

3 .
. 203 +5r—7 . 2L 454 — %
lim = lim 5 =
Z500 4 — 2 Z=500 %_%
x i
1
lim2x+55_"’%—lm2—x— o0
T—00 %_1 _a:—>oo_1
X
3
2% +5x -7 25,455 —
P X X [
lim lim 1 5 =
T——00 4 — 12 T——00 e N
i X
2x+5%—x—72 2x
lim 1 = lim — =0
T——00 = — T——00 —
X

Zatem asymptota pozioma nie istnieje.

Aby wyznaczyé asymptote ukosna liczymy dwie gra-
nice

| 203 4+ br — 7 1_1, 208 +5x —7
xl—%lo 4—&72 g_ml—{lc;lo 4.1’-%3

3 7 1 7
li 22 0w 2 — lim 2+‘?w2 TR
T—00 %_% T—00 4172_1
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) 223 + 5x — 7
lim 1 +2x | =

T—00 _ 5L’2
. 22% +5x — T+ 2x(4 — 2?)
lim =
T—00 4 — x2
. 1Bx—7 134 -1
lim —— = lim —*—F =
TS0 4 — o2 500 % oz
. 13l-—1L 0
:clggo % -1 - —1 = 0.
Stad b = 0, co implikuje, ze prosta y = —2x jest

asymptota ukosna.
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Zadanie 2. Wyznaczy¢ asymptoty wykresu funkcji

a) y=irtes b) y= bl
c) y:x+%+3, d) y:xﬁgf_z,
€) y= 23;22_—4392’ f) y:x%f:c_—g)w
9) y=25" h) y =4,

i) Y=t j) y= =S,
k) y= e ) oy =2l
m) y =32 n) y=2-9

0) y=13%-2, p) y=2;T,

r) y=3+72, s5) y=a+2,

t) y=a%+322 13z —15, ) y=CSle=2)
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Ciaglosé funkcji

Funkcja jest ciagta w punkcie x( jezeli

lim f(z) = lim_f(z) = f(x)

T—Tg =T

Sin% dla <0
e"+1 dla 0< <2
-3 dla z=2
(x—2)* dla x>2

Przyktad 3. Zbadac jej ciagltosé funkeji f(z) =

Rozwiazanie:

Kazda z funkcji wchodzacych w sktad rozwazanej funk-
cji f(x) jest ciggla w przedziale jej okreslonosci. Nie-
ciagtos¢ moze wystapic¢ tylko w punktach wyznaczaja-
cych konce przedziatow, czyli gdy x = 0 lub x = 2.
Zatem liczymy

. . sin2zx . 2sin2x
lim f(x) = lim = lim = 2, wobec
z—0~ =07 €T z—0~ 2x
. sinzx
wzoru lim = 1.
z—=0

lim f(x) = lim (e*+1)=2,

z—0t x—0t
flO)=e"+1=2.

Czyli w punkcie g = 0 funkcja jest ciagla.

lim f(z) = lim (e” 4+ 1) = * + 2.

r—2~ T—2~
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lim f(z) = lim (z —2)*=0

r—2F r—27F

f(2) = —=3. Czyli w punkcie xy = 2 funkcja nie jest
ciggla.

B 4
4 s
q-h""‘-—__,_,l/ T & T T 1
4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5
-2 4
4

Rysunek 1: Wykres funkcji z przyktadu 3.
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Zadanie 3. Narysowa¢ wykres podanej funkcji i zbadac jej ciagtosé

0, r <0
x, 0<z<l1
a) flz)= —?+4dr—2, 1<z<3
4 —x, r >3

r—2, x<0

b) f(x): 07 T = )
1, x>0

r+1)2 o< —1
C) f(x):{(Qx—&—Q) ZU>—17

2" 4+3, <0
UNCE P

0,5z, |zr| <2
0 st ={ %5 =3

l—a, z<1
f) f(x):{logx’ x>17

r+2)2, <0
IR CE E oA

20 —3, <0
h) f(z)= 0, xr=0,

3 x>0



3r — 1, x>%
20— 1, x <j
2% —2, x>?2
j)  flx) = 2, r=2
(z—2)2 z<2
—2?2, <0
k) flx)=+¢ 2, =0,
20, x>0
Jz]
) = x;é07
0, =0
2, |z| <1
m) f 2, |z|=1,
-1, |z|>1
n) B ;x| <2
N L, |z >2"7
Inzx, =<1
0) = :
20+ 1, z>1
0, r< -3
p) fl@)=1{9-2% |2<3 ,
-1, x> 3
—(z—1)2 z<1
r) f(z)= 2 x=1,
r—1, x> 1
—(z—5)% >5
s) f(x)= 2, r=>5,
—x+5H, <55
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In(z —3), >3
t) flz)= -2,  r=3,
22 -9, <3

r—2, x>2
INCE A

Odpowiedzi

Zadanie 1.

a) 2,b) &, ¢) —55, d) 00, €) 2, f) 00, g) 00, h) —o0,
»Jf%ﬂvek> 1) e, m) 0,n) e7%, 0) =,
p) 00, T) 00, 8) €%, t) —00, u) §.
Zadanie 2.

a)x =2 y=4xr+9,b)x =6, y=>5xr+25,
c)r=0,y=x+3,d)x=—-1, 2 =2, y =2z +2,
)x——4,x—4 y—l,f)x——Q,le,y—Sa:—S,
Jx=-3, y=2x—6,h)x=-3, =3, y=u,
y—l,J)m—8 y—4x+31

,y=—itx—3 )a=-5 =3, y=—6r+12
)93—0,ysz,n)x——S,QJ:S,y:l,
Jx=-=5 y=-3,p)x=0, y=_2x,
):C:O,y:%x,s)xzo,y:x,

1 5

t) brak asymptot, u) y = sz — 3.

o @

\_/

1

o~

l\’)\»—t

) @

= O
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Zadanie 3.
Funkcje ciagte: a, d, f, g.
Funkcje nieciagte: b, c, e, h, i, j, k, I, m, n, o, p, 1, s, t, u.

)
Matematycy sa ekscentryczni z najlepszego z mozliwych
powodow - z definicji.

John Bowers
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Pochodna funkcji

Pochodna funkcji nazywamy granice, do ktorej dazy sto-
sunek przyrostu funkcji Ay do odpowiedniego przyrostu
zmiennej niezaleznej Ax, gdy przyrost zmiennej niezalez-
nej dazy do zera, czyli granice

. y .. fle+Azx) - f(z)
AIEEOE_AIEEO Az

Podstawowe wzory na pochodne

/

(¢) =0, gdzie ¢ = const,

(") = na" L

/

(sinz) = cosz,

!

(cosz) = —sinz,

(tgx)/ =1 cosx #0,

cos? )

(ctgr) = ——%—, sinz # 0,

sin® z”’

!/
(arcsinz) = \/1177, —1 <z <1, —§ <arcsinz < 7,

(arccosz) = —ﬁ, —1 <z <1, 0<arccosr <,

|

(arctgr) = 7.7,

—5 < arctgr < 7,
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(arcctgr) = 0 < arcctgr < T,

1+x2 )
(a*) =a"Ina, a >0,
(lnx)/ =1 >0,

(logaa:)/:#:,a>0,a7é1,x>0

zlna

—~
—
—
a3
K
—
8
=
I
=
8
~—
—
~—
_|_
=
~—
—

7N
~
—~
\/‘\_/
N————
I
\'1\
l—
=
=N
o |8
[\e]
S=
&
Yoy
~
N
S

Przyktad 1. Obliczy¢ pochodna funkcji f(x) = v/& + 3 — 5 korzy-

stajac z definicji.

Rozwiazanie:
Z okreslenia pochodnej funkeji

J(a+An) = fla) _
\/ZE‘+A$+ 5—\/x—|—3—|—5:

lim
Axz—0

lim

Az—0 Ax
- (Ve+Az+3-vVz+3) (Vo + Az +3+ Vo +3)
Az—0 Ax(\/x+Ax+3—\/x+3) B

. Az
im —
Aw%OAx(\/x+A:c+3—\/x+3)
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1 1
I = :
Aggo\/x—%A:ﬁ—%S—\/er?) 2vx + 3

Zadanie 1. Obliczy¢ pochodna funkcji korzystajac z definicji

a) y=a’ b) y=1°
c) y=+/x, d) y=1,
e) y=-r, ) y==%,

k) y=z, ) y=+Vr+4i-2,
m) y=a*+5z%, n) y=—,

0) Y= p) Y= 2

r) y=ga+, s) Y=+,
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Przyktad 2. Obliczyé¢ pochodna funkcji f(z) = ZE3mI=5 korgy-

23 —4
stajac z podstawowych wzoréw.

Rozwiazanie:
W pierwszym kroku korzystamy ze wzoru na pochodna

ilorazu dwoch funkcji

f(z) = (22 +3In2—5) (223 —4)—(2°+3 In 2—5)(22°—4)
= (2a3—4)2

Korzystajac z podstawowych wzoréw zauwazmy, ze

(29) = 2*2, (Inz) =1 (22° —4) = 622 i stad

otrzymujemy

!

/ 27 In 24-1)(223—4)—(2*+3 In £—5) 62>
fz) = ( 2l (2x3)_i)2 J6z”
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Zadanie 2. Obliczy¢ pochodna funkeji korzystajac z podstawo-
wych wzoréw

a)

y = 5x° — 922 + 4o — 4,
y=5yx+4yxr -9,
y=3 43 24 VI,

y = (1+ 2%)(22% + 3),

Sat—x2+4x—7
249 ’

y:
y =22 -2 +x—1,
y = (5z* — 3z + 1)(2z — 3),

y = 4tg x —sinx,

- (233 - 1)37
V=55 T
y =55
y = 8e’,

y = 51;135’

y = a’e”,
rsinx

Yy = tgx ?
_ 3x—1
Y= 5/T+7
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Przyktad 3. Obliczy¢ pochodn@ funke;ji

_ 3 2024517
f(x) =23 cos = t1L

Rozwiazanie:
Na poczatku zapiszmy funkcje w innej postaci

f(z) =23 (cos (2”5 e 7)>3 + 11.

Korzystajac ze wzoru na pochodna funkcji ztozonej
otrzymujemy:

!

2 2224527 2224527\ _
f(x) =23 - 3cos 16 <COS M) =

!

- 2 2224527 202 4+5x—7 (222 4+52—-7\ __
6+/3 cos e - sin 6 ( 6 ) =

2, 5,
—6\/§COSQ 2224527 . gin 205 +52—-7 |

e*+6 e$+6/
(2x2+5z77) (e246)— (222 +52—7)(e®+6)
(102 =

. 2 2024507 i 2024507 (4245)(e"46)—(22°+52—7)e”
61/3 cos g SN = (6
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Zadanie 3. Obliczy¢ pochodna funkeji ztozone]

1
a) y=8e*, b) y=(;+x),
c) y=(x—3)", d) y=2sing +2,
e) y = 4sin® b5, f) y = 2x+ sin2x,

g) y=6sin(2z2—7)+3cos2x, h) y=06—ex,

i)y =21 — e, j) y = 2enT,
_ |z?2—9z+1 o 1
k) y=\ 50 ) y= o
m) y= gcos T n) y = 2sin’ 5z,
0) y=e"+e", p) y = (x*+ 3)cos 3z,
r) y=2In(4x — 3) — 4z, s) y=+vuaz?—-1,

t) y=2-5% 45 2%, u) y= (222 -3z +4)°.



Zadanie 4. Obliczy¢ pochodna funkcji

4.1)
4.3)
4.5)
4.7)
4.9)
4.11)

4.13)
4.15)
4.17)

4.19)

4.21)

4.23)

4.25)

y =83 23,

y = (22° — 3z — 1),

_ \/2sin 322
y= cos 22 —7 7

y = (2Va" = 3zx)(x — 2),

y = 6cos? /L,
_ 1- ¢z
Yy 1+ Yz
__ sinz+cosx
Y= 9¢noz >
- COS21'
y==e )

y = (322 + 1)ctg3z?,

Y= \/ECOS(\/_ o 5)7

_ 1+sinz
y= In 1—sinz’
_ 1422
Yy = ctgy/1o2,

y = sin(bx + 3) — 3,

4.2)
4.4)
4.6)
4.8)
4.10)
4.12)

4.14)
4.16)
4.18)

4.20)

4.22)

4.24)

4.26)

Ixvii

y=m—;+3
y = L),
y = 26331112:137

Y= a1
_ i 04
Yy =2sin_,
y = tgv/z,
_ 5
Yy = 311’1@,
y:3e_x2.

2
y = olatl)
Yy = \/E - 6ﬁ7
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Zadanie 4. Obliczy¢ pochodna funkcji

4.27) y = 5cos2x — cos® z, 4.28) y = (V/8cosz — 8)4 :

4.29) y = (222 — 3)5e2" 3, 4.30) y = ViVt +1,

4.31) y = In(sin22), 4.32) y = \Ja33/aT{/x,
4.33) y= ﬁjﬁm, 4.34) y=tg(2z —3) + 9,
4.35) y=sin®(2z —7) — 9, 4.36) y = 2cos\/T — 3,
4.37) y = o) 4.38) y = L,

4.39) y=43wsinz —2)>+9, 440) y=(2—1x2)In(2 — ).

4.41) y=2sin®(37° + 1), 4.42) y = 3cos*(Vx),
. 5\3 2 sin &
4.45) y=>5sin (%), 4.46) y = s
4.47) y = (2 - ¥etg2a) 4.48) y = cos 522,
23 cos z° —a

4.49) y = Tleoss’ 4.50) y = 35,

_ Q2x-T — Sr+1
451) y=32"TIn(9 — z), 4.52) y =3t
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Zadanie 4. Obliczy¢ pochodna funkcji

e—5x+3
453) y=3mn%z, 454) y = 255=,
4.55) y=2sin((4a® —7)? + 1), 4.56) y = 3ctg?2L,
_ — _ r—8
4.57) y = 3cos 2(13 — z*) + 2z, 4.58) y =iy,

2

4.59) y = (sin®(z® — 1) —4)(2® — 2cosbz), 4.60) y = 3™ *,

Odpowiedzi

Zadanie 1.
a) 2z, b) 322, ¢) ¥¥, d) —L, ) YT f) — % g) 22+ 3,
= k) 5

h) V2 i) V2245 i) 2x+1)v 1 ) Vit
2(z+2)° 2245 | ) Va2’ ) (1 4)’
m) 3332 -+ 63]' n) _( 12 O) (x2+3 2 ) xé%.:x 2
2 T 4_ 3—
r) xxgla ) 2 +\f7 t) 2( - 1)7 1) 4272\f
Zadanie 2.
)5g: —18:L'—|—4 b) 6(2z —1)%, ¢) B 4 VT
d) ——a; 34 J; %, e) —12x7° 591’_43-1— 2235_2, f) %,
g> 1056 +6£E —|—6ZE h) 86x, ) 162 —1—28?;:2;;1?5 —4x+367j> 5 ln,

k) 622 — 22 + 1, 1) 275 — L2771, m) 302% — 42z + 11,

n) cosz — (x 4+ 1)sinz, o) 4C§SO§‘ix, p) ze®(x + 2),

) _71‘ -3 _ 41_ %7 S) sin2x+22:1:.(cos az:—i—l)7
sinz

T



Ixx ROZDZIAL 4: POCHODNA FUNKCJI

9(523 +7)— i 3 (30— 0y
0(5as4+7)2

Zadanie 3.

a) 16e*”, b) 4(5 + z)*, ¢) 11(z — 3)'%, d) cos 2,
e) 30sin 10z cos bz, f) 4 cos 2z + 2,

g) 24 cos(222 — 7) — 6sin 22, h) x 2ex, i) —2(e2 — 1),

: sinx —922 48z —27 . —4

j) 2cosxe®™* k) N Y pae 1) (2 3x)73,
m) —§ sin 3, n) 10sin 10z, o) e” — e,

p) 2z cos 3x — 3(x? + 3) sin 3z, 1) _44(:325)7 8) 2{531’

t) 61n5 - 5% +201In2 - 2% u) 4(4x — 3)(222 — 3w + 4)3.

Zadanie 4.
4.1) 8223%(z1In3 + 3), 4.2) =223 + 5z~ 2,
r—4)—(722—1) In(722—
4.3) 21(202 — 1)(22% — 3z —1)6, 4.4) L2 Dl oL)
2\[(33@ cos 322 (cos 2o0—T)+sin 2z sin 322 )

) (cos2:z: 7)2 )

A7) (z —2) (& x5 — 4x3) (225 — 3a3),
) SIIIQLLSIH4SU +4z cos 422 (cos 22—7) A, 9) 3337% sin 2.(67%,
0

. 4.6) 12 cos 2ze35m27,

(cos2x—T)2

2 _e
410) g, 411) — 2o 112) - e
413 2511121; CoS x— smz‘)bmél ;(;s 2z (sin x+cos ) 414) _ 8272 cos %7

)
)
4.15) —Sln2x e 416) L 4CL‘ 1cos Qﬁ
4.17) (sin® 622 —2(322 4+ 1)), 418) —
)
)
)

CIJ

in 23 3 (z—2)*"
4.19) s~ <Cos(x2 —5) — 23 (sin(z2) — 5)),
4.20) —6ze™", 4.21) 555, 4.22) ctgr,

2 :CS— - .TQ n x2
4.23) 20(1—a?)Fsin 2 [ 4.04) BT 00 D erts)

4.25) =5 cos(bz+3), 4.26) Y21 4 97) —9sin 2, 4.28)

—44/8sin z(v/8 cos x — 8)>?,

DO —
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8x(22 +1)(2z — 3)%e2 3,

3(”2 4.31) 2ctg2zx, 4.32) %1’30 4.33) @x%

)1’
cos2(2z + 3), 4.35) 3sin(2x — 7)sin4d(2x — 7),

__sin 3 1— lnxlnlnx 2?(lnz+1)+1
a3 .37) 4.38) Ll

4.39 324(smx+xcosa:)(x sinz—1)%, 4.40) — 111(2 :U) 1,
4.41 27s1n(3x +1) sin 2(3x3+1), 4.42) 2\[x i sin 223 cos? 23,

4.43) 4tg* \F Ccos 2”3\/_573;“ 82247 4q) Sel= 2)5xgx(xee)9¢1)n(x "))

15(x—5)% (223152242 2t sin 2 —z(2%+1) co
(2( Z3) )COS<2 ) 4.46) (@7+1)2 )

)
)
) 2
)
)
)
)
)
4 47) el 4 sm4x) , 4.48) — (2$5—10m —3)4+70z* 3—22°
) -
)
)
) -
)
)
)

)

&\H ~

(e —7)2 Sl 7

( 2x 3) cos 3 —3x3 (x— l)sinx?’)
(z—1)

g (In3(z —9)In(9 —z) + 1),

23f 3(8z — 5) Zcos 2 tL 453) “Hl st S

—2z(sin x?—(2?—2) cos 22
T i G L

sin® x2 ?

32x 7

4.51
4.52

xr—

8x—5"
7I+4€ 41:)

2x_|_2632) ’
48x (423 —7) cos((4x —7)%+1),

156 24(x 4 2)2ctg =5 sin ™ 2L,

4.57) —2423tg(13—2%) cos2(13—24)+/2, 4.58) 2(890 :)(f 8>8‘3°)S58x,

4.59) 3z%(23 — 2 cos 5x) sin 2(z* — 1) + (3z% + 10sin 5x)
(sin®(z® — 1) — 4), 4.60) 3sin Qe T,

)
My - matematycy, nie jestedmy normalnymi cztonkami

spoteczenstwa. My probujemy zrozumie¢ to, czego nor-
malni ludzie nie umieja zrozumiec.

Marek Bozejko
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Rozdzial 5: Pochodna funkcji:
zastosowania

Ixxiii
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Przyktad 1.

ROZDZIAL 5: POCHODNA FUNKCJI: ZASTOSOWANIA

Ekstremum funkcji

Jezeli pierwsza pochodna f'(z) dla = < xg jest ujem-
na, dla x = x( jest rowna zeru, a dla x > xy jest do-
datnia, to funkcja y = f(z) osiaga minimum w punk-

cie (zo, f(20)).

Jezeli pierwsza pochodna f'(z) dla x < gy jest do-
datnia, dla x = zy jest rowna zeru, a dla x > =z
jest ujemna, to funkcja y = f(x) osigga maksimum w

punkcie (xg, f(z0)).
Monotoniczno$é funkcji

Jezeli pochodna funkcji jest w pewnym przedziale do-
datnia, to funkcja jest w tym przedziale rosnaca.

Jezeli pochodna funkcji jest w pewnym przedziale ujemna,
to funkcja jest w tym przedziale malejaca.

Wyznaczy¢ ekstrema oraz przedzialty monotonicznosci
funkc;ji
f(a:) _ egx —2?—15z+1

Rozwiazanie:
Funkcja jest okreslona dla wszystkich = € R.
W dalszej kolejnosci liczymy pochodn@ tej funkcp

f/(ZC) _ 6333 3_22-15z+1 | (i1’> 3 — 152 + 1) —

($ — 97 — 15) fx —x —15£U+1
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Szukamy miejsc zerowych pochodnej rozwiazujac row-
nanie (22 — 2z — 15)e3®’ "~ 150+l — (),

w*~152+1 g dodatnie, a za-
tem nalezy rozwiazaé¢ réwnanie 22 — 2z — 15 = 0.
Jego pierwiastkami sa x = —3 oraz x = 5. Otrzymu-
jemy w ten sposob wszystkie wartosci x, przy ktorych

;- .. 1.3
Wartosci wyrazenia e3*

funkcja moze osiaga¢ ekstremum.

Zbadamy teraz znak pochodnej. Pochodna f'(z) jest
trojmianem kwadratowym i przyjmuje wartosci do-
datnie, gdy x € (—oo — 3) U (5, oo) oraz wartosci
ujemne, gdy = € (=3, 5).

Obliczamy wartos¢ funkcji dla © = —3 oraz z = 5
otrzymujac f(—=3) = €3, f(5) = e & = 5
Stad w punkcie (—3, 628) jest maksimum, a w punk-

ﬁo
4
(V]

cie <5, \Zef) jest minimum funkcji.

Badamy monotonicznos¢ funkcji, czyli wyznaczamy
przedziaty, w ktorych pierwsza pochodna przyjmuje
wartosci dodatnie oraz przedzialty, w ktérych pierwsza
pochodna przyjmuje wartosci ujemne.

Zatem, gdy z € (—oo — 3) U (5, o0), to funkcja
y = f(x) ro$nie, gdy x € (=3, 5), to funkcjay = f(z)
maleje.
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Zadanie 1. Wyznaczy¢ ekstrema oraz przedzialty monotonicznosci
funke;ji

a) y=a'—62"+5 b y=3+3
C) y::ﬂier d) y:x_%a
_z

e) y=x—75+3, ) yv=15,

9) y=:5+z+7  h) y=54,

k) y=x2e", ) y= %,
m) y=2xe%, n) y= nz
0) y — %7 p) y — x;‘ixép
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Przyktad 2. Wyznaczy¢ warto$é¢ najwieksza i najmniejsza funkcji
f(x) =sinx + cosx +4 w podanym przedziale [0, 7].

Rozwiazanie:

Funkcja przyjmuje waro$¢ najwieksza (najmniejsza)
na koncach przedziatu lub w punkcie, ktory moze by¢
ekstremum.

Zatem wyznaczamy punkty, w ktorych moze istnie¢
ekstremum funkcji. W tym celu liczymy pierwsza po-
chodna funkcji i otrzymujemy

f'(z) = cosx —sinx. Po przyrownaniu do zera mamy

r = kb lub x = —k7%, gdzie k jest dowolng rézna
od zera liczbg catkowita. @ = 7 nalezy do przedziatu
0, .

Obliczamy teraz wartosci funkcji na koncach przedzia-
tu [0, 7] oraz w punkcie 7.

Stad £(0) =5, f(r) =3, f () =4+ V2.
Podsumowujac, poréwnujemy uzyskane wyniki.

W przedziale [0, 7] funkcja f(x) = sinz + cosx + 4
osigga wartos¢ najmniejsza dla x = 7 i wynosi ona 3,
natomiast wartos¢ najwigksza osiagga dla x = 7 1 jest
ona rowna 4 + /2.
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Zadanie 2. Wyznaczy¢ wartos¢ najwieksza 1 najmniejsza funkeji
w podanym przedziale

a) y=3x>—2x+5, [1 4},
b) y=2x*+5x—3, [-5, 2],
C) Yy = L2 [07 5] )

Q) y=2+1, [0, 2],

f) y=5—6x*-22% [-3, 1],
9) y=3-uxi, [-8 27,

h) y=22*lnz, [1, ¢,

i) y=322—-102+7, [-1, 3],
j) y=a'—-52>+4, [0, 2],

k) y=x+3-3, [1,6],

) y=2%1, [0, 1],

m) y=at-2x-1, [-1, 2],

n) y=xlnz, E, e},



0) y=05+Tr— bzt [%, 3},

p) y=2’lnzx -5 [1, 3¢,

r) y=3—zlnz, [%, 62},

x3—
S) Yy = x+137 [07 4]7

t) y=sinx —x, [—%, %},

Punkty przegiecia wykresu funkcji

Ixxix

Jezeli druga pochodna f" () dla x < xg jest ujemna,
dla x = z( jest rowna zeru, a dla x > x( jest dodatnia,
co wyrazamy mowiac: druga pochodna przy przejsciu
przez punkt zy zmienia znak z ujemnego na dodatni,
to wykres funkcji y = f(z) ma punkt przegiecia w

punkcie x = x.

Jezeli druga pochodna f (z) dla x < zg jest dodatnia,
dla x = x( jest rowna zeru, a dla x > x( jest ujemna,
co wyrazamy mowiac: druga pochodna przy przejsciu
przez punkt xy zmienia znak z dodatniego na ujemny,
to wykres funkcji y = f(z) ma punkt przegiecia w

punkcie x = x.
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Wypuklosé

Jezeli funkcja f(x) jest w pewnym przedziale dwukrot-
nie rézniczkowalna, a jej druga pochodna przyjmuje w
tym przedziale wartosci dodatnie, to funkcja f(x) jest
w tym przedziale funkcja wypukta.

Jezeli funkcja f(z) jest w pewnym przedziale dwukrot-
nie rézniczkowalna, a jej druga pochodna przyjmuje w
tym przedziale wartosci ujemne, to funkcja f(x) jest
w tym przedziale funkcja wklesta.

Wyznaczy¢ punkty przegiecia oraz przedzialy wypu-
klosci i wklestosci funkeji f(z) = (z — 1)es.

Rozwiazanie:
Funkcja jest okreslona dla z € R/{0}. W celu wy-
znaczenia punktow przegiecia wykresu funkcji, liczy-
my druga pochodna funkcji korzystajac ze wzoréw na
pochodng iloczynu i ilorazu dwoch funkeji:

"(7) = e B R A B e
fx) =€+ (x—1)ex (—5) = T4 ex,

X

['(@) = (Z555) ef + £5pt (ef)

o) = (@ —a+1)'z ;gx —at1)(x )’)l St (%>
fﬁ(x) _ (2x—1)x2—x(262—a?+1)2x6% + x_xigﬂe% (%21)

£ (x) = (290—1)952—(m2—11;1—1)2x—(a:2—x+1)6%

f'(x) = —£hter

Szukamy miejsc zerowych drugiej pochodnej rozwia-

1 :
zujac rownanie —f”x—ﬂ = 0. Funkcja g(z) = e= przyj-
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muje wartosci dodatnie, zatem réwnanie jest spetnione,

gdy xz—*f =0, czyli gdy © = —1.

Aby stwierdzi¢, czy punkt x = —1 jest punktem przegiecia
nalezy zbada¢ znak drugiej pochodne;j

f(z) = —xm—*fe%.
Jak juz nadmieniono, funkcja g(z) = er przyjmuje

wartosci dodatnie, za$ funkcja h(z) = x* przyjmuje
w zbiorze R/{0} rowniez wartosci dodatnie, zatem
druga pochodna jest dodatnia, gdy = € (—oo0, —1)
oraz ujemna, gdy = € (—1, 0) U (0, oo). W punk-
cie g = —1 druga pochodna zmienia znak, czyli po
obliczeniu f(—1) = _72 mozemy powiedzieé,ze punkt
(—1, _72) jest punktem przegiecia.

Wypuktosé funkeji:

Gdy z € (—o0, —1), to funkcja

f(x) = (z — 1)er jest wypukla,

gdy z € (=1, 0)U(0, 00), to funkcja f(z) = (z—1)ex
jest wklesta.
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Zadanie 3. Wyznaczy¢ punkty przegiecia oraz przedzialy wypu-
ktosci i wklestosci funkceji

_ b5—=x
Y= 23

_ 3z—1
Yy = r—2

y =223 — 1522 + 3,

y = ' — 62 + /5,

y:%—i—aj3—|—2x2+2x—1,

y:2—§3—%2—153:—|—22,

y = 4x® — 272 — 302 + 2,

y:%—z?%g-l—%—i—fm—i%,

y=%4+7x3+36$2—|—6x+\/3,
= 2 9p2 4 G — 1

Yy 6 3 )

y = (Inz)’ —2lnz,

y=uxe ¥ +5,

m) y=x*lnx —e,
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t) y=a"?,
4
u) Y= Tg

Ro6wnanie stycznej do wykresu funkcji

Rownanie stycznej do wykresu funkeji y = f(z)
w punkcie (zg, f(xo)) ma postac

y = f(zo) + f (20)(z — ).

Wyznaczy¢ nieznane wspotezynniki a, b, ¢, d tak,
aby krzywa o réwnaniu y = % posiadata asym-
ptote ukosna y = 2x + 3, asymptoty pionowe xr = —4
i x = 4 oraz aby styczna do wykresu funkcji prze-
chodzita przez punkt (1, —1). Napisa¢ rownanie tej
stycznej.

Rozwiazanie:
Dziedzina funkcji y =

az3+br’+c

o jest zbior
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R/{—Vd, Vd}. Proste t = —4 i & = 4 beda asymp-
totami pionowymi funkeji, gdy vd = 4 oraz
—Vd = —4, czyli gdy d = 16.

W celu wyznaczenia asymptoty uko$nej o réwnaniu
y = 22 + 3 liczymy dwie granice

. fz) o ard+ bt +ce | ard+ bt +c
lim ~—— = lim = lim
=00 T=¥00 [13'(5132 _ 16) T=¥00 3 — 161
Po podzieleniu licznika i mianownika utamka przez a3
by ¢
a+ T + x2

otrzymujemy lim = a. Wspoélczynnik kie-

.
runkowy prostej bedace] éﬂsymptot@ uko$na jest rowny
2, a co za tym idzie a = 2.
W dalszej kolejnosci liczymy granice

, , 223 4 ba? + ¢
Hmg (f(z) = 22) = Jim, ( PO T

o223 + b 4 c— 223 + 322 . b+ 320 +c
lim = lim :
T—00 2 — 16 T—00 2 - 16
Po podzieleniu licznika i mianownika utamka przez x

32 c
b+ P _
11 '
22

Po poréwnaniu ze wspotczynnikiem przesuniecia pro-
stej bedacej asymptota ukosna otrzymujemy, ze b = 3.

2

otrzymujemy lim

Aby m6c narysowac styczng do wykresu funkceji
Yy = % przechodzaca przez punkt (1, —1), punkt
ten musi naleze¢ do wykresu funkcji. A zatem f(1) =

.1343.12 .
2l p8lve — Be Cgyli 22 = —1. Stad ¢ = 10.
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Podsumowujac:

, 3 2
szukana krzywa ma posta¢ y = 227432710

z2-16

W celu napisania rownania stycznej do krzywej

Yy = % w punkcie (1, —1) liczymy pochodna
funkcji korzystajac ze wzoru na pochodna ilorazu dwoch
funke;ji
/ 22°+322—-10)’ (22—16)— (223 +322—10) (22— 16)’

7o) = L il
(622+62)(22—16)—(223+322—10)2z)

(@2—106)2 =

3
6954—96302—&—637(2—2261%;241:4—6;33—2095 _ 23:(9(;2—_41823);38)_ Nastepnie
: ' 2(1-48—38

Obhczamy f (].) = W = %
Poniewaz f(1) = —1, wiec rownanie stycznej ma po-

stac

y:—l—l—%(x—l),czyliy:%x—%).
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Zadanie 4. Styczna do wykresu funkcji

4.1) Napisa¢ rownanie stycznej do wykresu funkcji
y = sinz w punkcie zg = 7.
4.2) Napisa¢ rownanie stycznej do wykresu funkcji
y = cos 2z w punkcie g = 7.
4.3) Napisa¢ rownanie stycznej do wykresu funkeji
y = 322 — 2z + 5 w punkcie zy = 4.

4.4) Napisa¢ rownanie stycznej do wykresu funkeji
y = —5x® — 62 + 22 — 4 w punkcie 2y = 0.

4.5) Napisa¢ rownanie stycznej do wykresu funkeji
y = 22% — 3 prostopadtej do prostej x +y — 7 = 0.

4.6) Napisa¢ rownanie stycznej do wykresu funkeji
y = —8x3 —4x+1 prostopadtej do prostej 20 —y—1 =
0.

4.7) Napisa¢ rownanie stycznej do wykresu funkcji
y = 5x? — 6 réwnolegtej do prostej 2z —y — 1 = 0.

4.8) Napisa¢ rownanie stycznej do wykresu funkeji
y =223 — 922 + 120 + 1,

4.8.1) rownolegtej do osi oz,

4.8.2) rownolegtej do prostej y = 12x — 1,

4.8.3) prostopadlej do prostej y = —%x + 1.



Ixxxvii

4.9) Wyznacz wspotrzedne punktu nalezacego do krzy-
wej y = 22 4+ 22 — 1 i takiego, ze styczna do krzywej
w tym punkcie jest

4.9.1) rownolegta do osi oz,

4.9.2) rownolegta do prostej y = 2x + 3,

4.9.3) prostopadta do prostej y = —ix + 1.

4.10) Wyznaczy¢ nieznane wspotezynniki tak, aby spet-
nione byty podane wtasnosci

4.10.1) wspotezynniki a, b, ¢, d tak, aby krzywa o
rownaniu y = % posiadata asymptote uko$na
y = x + 3, asymptote pionowa x = 2 i aby przecho-

dzita przez punkt A (0, 2) ,

4.10.2) wspotezynniki a, b, ¢, d, e tak, aby krzywa o
aﬁﬁ’ﬁﬁ—w posiadala asymptote¢ ukosna

y = 2x + 3, asymptoty pionowe x = —1ix =11 aby
przechodzita przez punkty A (0, —2) oraz B (2, 16)

rownaniu y =
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Odpowiedzi

Zadanie 1.

a) maz(0, 1), min(v/3, —83), min(—v3, —83), v €
(V3, 0)U(V3, 00) = f(x) S a € (o0, V3)U (0 V3)
= f(2) N\

b) max(—3, 2), mm(3 2), x € (—o0, =3)U (3, o0) =
fx) /e e (=3, 0)U ( 3) = flz) N\

¢) max(0, 4), x 6 (—o0, 0) = f(z) &, € (0, o0) =
fl) N\

d) maz(—vV18, $V18), x € (—oo,
flx) A e e (=V18, 0) = flx) \,
e) max(—2, —1), min(0, 3), z € :

= flz) S we (=2, -1)U(=1, 0) = f(x) \,

f) max(0, 0), min(2, 4), v € (—oo, 0) U (2, o0) =
flx) 2w e (0, YU, 2) = flz) N\,

g) max(—1, 8), min(3, 16), x € (—oo, —1)U (3, o0) =
fl@) /e (=1, YU, 3) = f(x) N\,

h) maz(—1, 3), mm(S —3), x € (=00, —1)U(3,00) =
fla) 2w e (=1, 3) = fz) N\,

1) maz(7, —2), min(?), 6),z € (3, 5)U(5, 7) = f(z) 7,
S (_007 3) U (77 OO) = f(x) \17

j) min(0, 2), x € (0, o0) = f(z) /7, v € (—o0, 0) =
fl) N\

k) max(—2, 4¢7%), min(0, 0), z € (—oo0, —2) U (0, o0)
= flz) /e e(=2,0)= flz)\,

) max(—6, —24), min(0, 0), x € (—oo, —6) U (0, o)
= f(z) 7w e (=6, =3)U (=3, 0) = f(x) \,

m) min(1, 2¢), x € (1, c0) = f(z) /, z € (—o0, 1) =
f(@) Ny

n) maz(e?, 2),, x € (oo, €*) = f(z) /7, v € (€, )

VI8 U (0, c0) =

(—o0, —=2) U (0, o0)
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= f(z) 1\

0) max(s, 5e), & € (—oo, %) = f(x) N x € (%, 00) =
f(@) N\

p) ma:c( \/57 %) (\/_ _¥)7x S (_007 o 2)U
(V2, 00) = f(z ) Sz e (—vV2, V2) = flz) \,

r) maz(0, 0), x € (=00, 0) = f(zx) /7, 2z € (0, 00) =
f(z) N\,

s) min(e, v/3e), z € (—o0, €) = f(z) 7, x € (0, c0) =
f(@) N\
t) max(0, e), x € (—o0, €) = f(x) 7, = € (0, o0) =
f(@) N\
u) min(0, 1), x € (0, o0) = f(z) /, x € (—0, 0) =
f(@) N\

Zadanie 2.
wart.najmn. wart.najw.

a|f(3) =43 f(4) =45

b | f(=3) =—63 f(2) =15

¢ | f(0)=—-1 HOES

d| f(0)=1 f(2) =17

e f(2)=0 f)y =1
F1I(=2)=F1)==3]f(=3)=5
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wart.najmn. | wart.najw.

f@ =6 [f(=8)=-1
f(1)=0 fle) =2’
fG=-5  |f(=)=20

Wy =-1 |f@2)=0

f2)=1 f6) =14
fO)=-1  [f(1)=0
=2 |f2)=1
fO== |flO=e
f(3)==379 | f(\) =5+ V5
f(1)=-5 f(3e) = 9¢*1In 3e
fle) =3-2¢ f(1)=3+1
fO)=—4 | f(=2) = f(4) =12
f(0)=0 G ="

f) == /=) =-1
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Zadanie 3.

a) Brak punktow przegiecia, dla kazdego = nalezacego do

dziedziny funkcji, jej wykres jest funkcja wypukta.

b) Brak punktow przegiecia, gdy © € (—oo, 2), to f(x)

jest wypukta, gdy x € (2, o0), to f(x) jest wklesta.

¢) Punkt przegiecia (2,5, —59,5), gdy = € (—o0, 2,5),

to f(x) jest wypukta, gdy x € (2,5, o0), to f(zx) jest

wklesta.

d) Punkt przegiccia (—1, —5+ v/5), (1, =5+ /5), gdy
€ (=1, 1), to f(x) jest wypukta, gdy z € (—o0, —1) U

(1, 00), to f(x) jest wklgsta.

e) Punkt przegiecia (—2, —%), (—1, —15—1), gdy z € (=2, —1),

to f(x) jest wypukta, gdy x € (—o0, —2) U (—1, o0), to

f(x) jest wklesta.

f) Punkt przegiecia (3, 1832), gdy = € (—o0, 1), to f(z)

jest wypukta, gdy x € (i, 00), to f(z) jest wklesta.

g) Punkt przegiecia (%, —156%)7 gdy x € (—o0, %), to

f () jest wypukla, gdy = € (3, 00), to f(z) jest wklesta.

h) Punkt przegiecia (1, 2%), (3, 141), gdy = € (1, 3), to

f(z) jest wypukla, gdy x € (—o0, 1)U (3, 00), to f(x)

jest wklesta.

i) Punkt przegiccia (3, 571,5 ++/5), (4, 1176 + v/5),

gdy x € (3, 4), to f(x) jest wypukta, gdy z € (—o0, 3)U

(4, 00), to f(x) jest wklesta.

j) Punkt przegiecia (—2, —21), (1, 2), gdy = € (=2, 1),

to f(x) jest wypukta, gdy = € (—o0, —2) U (1, o0), to

f(x) jest wklesta.

k) Punkt przegiecia (1, 0), gdy = € (1, 00), to f(x) jest

wypukta, gdy = € (0, 1), to f(x) jest wklesta.

1) Punkt przegiecia (2, 2¢72+5), gdy z € (—o0, 2), to

f(x) jest wypukta, gdy = € (2, 00), to f(z) jest wklesta.
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gdy x € (0, e73),

m) Punkt przegiccia (72, e™2 — e)
“2, 00), to f(x) jest

to f(x) jest wypukta, gdy = € (e
wklesta.

n) Punkt przegiecia (2, 2), gdy = € (2, 00), to f(z) jest
wypukta, gdy = € (—o0, 2), to f(z) jest wklesta.

o) Punkt przegiecia (e 2, —3 + \/e), gdy z € (e7%, 1), to
f(x) jest wypukla, gdy x € (0, e?) U (1, o0), to f(x)
jest wklesta.

p) Brak punktow przegiecia, dla kazdego = nalezacego do

)
3
2

dziedziny funkcji, jej wykres jest funkcja wypukta.

r) Brak punktow przegiecia, dla kazdego = nalezacego do
dziedziny funkcji, jej wykres jest funkcja wypuktla.

s) Punkt przegiecia (0, 0), gdy =z € (0, 3), to f(x) jest
wypukta, gdy = € (=3, 0), to f(z) jest wklesta.

t) Punkt przegiecia (0, 0), (3 — /3, (3 — V/3)3e3V3),
(3+3, 3+V3)3, e V3) gdyz € (0, 3—/3)U(3+
V3, o0), to f(z) jest wypukta, gdy = € (—oo0, 0) U (3 —
V3, 3+/3), to f(x) jest wklesta.

u) Punkt przegiecia (2 + 5v/3, (V3 — 1)v/6 4+ 4v/3), gdy
z € (24 3V3, o), to f(z) jest wypukla, gdy z €
(0, 2+ %\/g), to f(x) jest wklesta.

Zadanie 4.
f f T2
42 y——2x+*
4.3) y = 22z — 43,
4.4) y = 2x — 4,
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4.8.1) W punkcie (1,6) : y = 6, w punkcie (2,5) : y = 5,
4.8.2) W punkcie (0,1) : y = 122 + 1, w punkcie (3, 10) :
y = 37z — 101,

4.8.3) W punkcie (—1,—-22) : y = 36z + 14, w punkcie
(4,65) : y =0,

4.9.1) W punkcie (—=1,-2) : y = —2,

4.9.2) W punkcie (0,—-1) : y =2z — 1,

4.9.3) W punkcie (1,2) : y = 6z — 4,

4.10.1) y = THet

4.10.2) y = 2B,

1) Czysta matematyka to poezja logicznego myslenia.

Albert Einstein
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Rozdzial 6: Regula de
I’Hospitala
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ROZDZIAL 6: REGULA DE L’HOSPITALA

Wyrazenie nieoznaczone postaci 8

[loraz funkcji f(z) i g(x) okreslonych w pewnym sgsiedztwie
punktu x = a jest wyrazeniem nieoznaczonym postaci
0» jezeli lim f(x) = 01 lim g(z) = 0.

Regula de L’Hospitala

Granica ilorazu dwoch funkeji dazacych do zera przy
xr — a i majacych pierwsze pochodne w pewnym
sasiedztwie punktu x = a jest réwna granicy ilorazu
pochodnych tych funkeji przy x — a, o ile granica po
prawej stronie wzoru istnieje
lim @ = lim f, (a:)
r—=a g(x) r—=a g (x)
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cos® Tr — 1

Przyktad 1. Wyznaczyé¢ granice liLI(l) w1
x [ —

Rozwiazanie:

W granicy wystepuja dwie funkcje f(z) = cos® Tz —1,
— pdr__ ; —1; 3 _ —

g(z) = e*—1. Ponadto glclg% f(x) };13% ((3084 Tx 1)

cos0—1=1-1=0, chlgr%)g(:z:) :glclg(l)(e —1) =

e’ —1=1-1=0. Obliczamy pochodne funkcji ko-

rzystajac ze wzoru na pochodna funkcji ztozone;j:

f(x) =3cos® Ta(—sinTz) - 7, g (x) = ' - 4.

Stosujac regute de L’Hospitala otrzymujemy

costTr —1  —21cos?7xsin 7x
Iim ——— = lim
=0 edr — 1 z—0 ele

Obliczamy lii% cos? Txsin 7z = cos?0sin0=1-0=0

oraz lim e* = ¢ = 1.
z—0
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Zadanie 1. Wyznaczy¢ granice funkeji, w ktorej wystepuje wyra-

zenie nieoznaczone postaci %
X —T
. e’ —e . T —tgx
a) lim ————, b) lim —; :
=0 3sinw =0 rtgr
. T —slnx . 3cosw — 3+ a?
c) lim ———, d) lim :
z=0 g3 z—0 r?sinx
. cosz —1 . dx —5H
e) lim-——, f) lim :
z—0 2x r—1 3lna

e’ —1 B 81n(y/7)

9) limy 623 — 672 P r—1"
. 17t —1237 . .. sin®2z
i) lim — j) lim ,
2—0 Or z—0 32
t ' —
k) lim — g | ) lim sinx — Ccos T
T=T 8in 2@ t—%  2cos2x
T var —x
li lim ~——
m) :vlg(l)\/l—kélaﬁ—l’ n) lin r—a
) i Vitzr—VIi-uw ) i V91—tgr —/tgr +1
0 im im
70 V11 x P sin 2z ’
) 4o + 12 )i 25 — 22
r im s) lim ——
v5—3 13 4 27 v=5/Bbx — 5’
2 -2 1
5 fim T2 @) Tim LT E5T

z——1 341 =T §ing
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Wyrazenie nieoznaczone postaci

[loraz funkcji f(z) i g(x) okreslonych w pewnym sasiedztwie
punktu x = a jest wyrazeniem nieoznaczonym postaci
=, Jezeli

lim f(z) = oo i lim g(z) = oo.

Reguta de L’Hospitala przybiera ma taka sama postac
0

jak w przypadku wyrazenia nieoznaczonego postaci .

) R In 22
Wyznaczy¢ granice 112% IR
=0 Hx

Rozwiazanie:

W zadaniu mamy f(z) = In2?, g(z) = 523 + 1.
Ponadto

lirg, f(2) = Jigy, (Ina*) = oo,

i g(a) =l (52° + 1) = oo

Obliczamy pochodne funkcji korzystajac ze wzoru na
pochodna funkcji ztozone;j:

flz)=2na? L .20 =202 5(3) = 1522

Stosujac regute de L'Hospitala otrzymujemy

In 22 ) 4lnz 4. Inz
im = lim —2— = = lim —.
=00 Hd + ] =00 152 br=0o0 43
Obliczamy:
lim Inz = oo oraz lim 2® = co.
T—00 T—00 ,
Poniewaz (Inz) = ! oraz (2%) = 322 stosujac po-
nownie regute de L’Hospitala i mamy
1

o Inz , = ) 1
Alim —— 4 lim 2 = 4 lim - =
15250 1'3 152500 3332 45 =30 1'3

0.
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ROZDZIAL 6: REGULA DE L’HOSPITALA

Zadanie 2. Wyznaczy¢ granice funkeji, w ktorej wystepuje wyra-

zenie nieoznaczone postaci =

a)

c)

2
-6
lim v

T—00 6([}

Y

lim In(In ) |
T—00 x
tgx

lim ————
:c—lgl* In(cos z)

Y

lim

7562 1
T—¥00 (1 _ 55’2 + 71)’

1 -5
x1—>nc}o 1+ 5x—|—1’

o 22+ 3z+1

lim —————,
T——00 1'3 — 8

) Inx

im —,
z—0+ 1+ 3lnsinx

ctgx

lim ,
z—0+ In 32

b)

7— 3"
xl—%lo 4 + 3x—|—1’

22x+3 -5

ZIHIQO 4x+1 +3 ’

Ry

im ,
x—0 2ctgdx

i €3m
xl—%lo (x + 1)2’
e2r — 1

lim —————
i In(1+ 2z)’

Inx
m ———————.
=0+t 14+ 2Inzx
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Wyrazenie nieoznaczone postaci oo - 0
lloczyn funkcji f(x) i g(x) okreslonych w pewnym

sasiedztwie punktu x = a jest wyrazeniem nieozna-
czonym postaci 0o - 0, jezeli lim f(x) = oo lub

lim f(z) = —oo i jednoczesnie lim g(x) = 0.
Wowezas oczywiscie lim m = 0 i stosujac przek-
sztatcenie
fw)gla) = 40
f(z)

otrzymujemy iloraz funkcji g(z) przez ﬁ, ktory w
punkcie x = a jest wyrazeniem nieoznaczonym postaci
%. Reguta de L’Hospitala przybiera taka sama postac

jak w przypadku wyrazenia nieoznaczonego postaci 2

6.
Analogicznie, mozemy zastosowaé przeksztalcenie
f(z)
fl)g(x) = ——
g(x)
otrzymujemy iloraz funkcji f(x) przez ﬁ, ktory w

punkcie x = a jest wyrazeniem nieoznaczonym postaci
= . Reguta de L'Hospitala przybiera taka sama postac
jak w przypadku wyrazenia nieoznaczonego postaci >.
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ROZDZIAL 6: REGULA DE L’HOSPITALA

3
Przyktad 3. Wyznaczyé¢ granice lim In z ( ’ + 1).
z—1 2 —1

Rozwiazanie:
Mamy f(z) = Inz, g(z) = 3% + 1.

x?—1
Ponadto, lim f(z) = limInz = 0,
z—1 z—1

. : 3T
;}Eﬂg(x) —}3113 <x2— 1 —|—1> = 0.

Stosujemy przeksztalcenie i mamy
. 3x , Inx
limlnz +1)=1lm-—75— =

z—1 2 _ =1
v E

. Inx , Inx
lim ——— =lim ——%—.
iy a1 2l

z243r—1 53711—1 x2+3z—1

22 —1

Zauwazmy, ze lim ——— = 0. Korzystamy za-

a1 g2 +3x — 1
tem z reguty de L’Hospitala dla wyrazenia nieozna-

czonego postaci 2

6.
W kolejnym kroku obliczamy pochodne
(Inz) = %,
< 221 >/ _ 2x(a?43z—1)—(22—1)(2243) _ 3(z2+1)
x?4+3z—1) (x243x—1)2 T (x243x—1)2"

Stosujac regute de L’Hospitala otrzymujemy
( 3z 1> L (2? + 3z — 1)

lim 1 — =
im Inx o

r—1
1

3

= —lim
3a=l (224 1)z
. % = %, po podstawieniu za x liczby 1.
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Zadanie 3. Wyznaczy¢ granice funkcji, w ktorej wystepuje wyra-

zenie nieoznaczone postaci 0 - oo

@)
c)

lim v52%1In x,

z—0t

lim(3cosz — 3 + %)z~

z—0
. i
lim(1 — z)tg (2:6)

. X
}71_>H71-‘-(7T - Z’)tg§,

lim z'e 7,
Tr—r00

lim(z® — 1) " Inz,
r—1

, s
lim <;U — ) tgx,

3L‘—>g+ 2

lim (1 —z)In(1l — ),

rz—1—

lim (1 — e”")ctg,

z—0

: 1
lim z%e,
z—0

lim z%e %,
T—00

lim z1n®z,
x—0t

g (1),

lim xInx,
x—0t

333—1t T
g27

lim
z—1 333

lim (32) ! sin 5z,
z—0

: 2 T
Jm (s =),

) 1
lim xe=.
Tr—00
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Przyktad 4.

ROZDZIAL 6: REGULA DE L’HOSPITALA

Wyrazenie nieoznaczone postaci oo — oo

Jezeli f(x) — oo oraz g(x) — oo, gdy x — a lub
f(x) = —o0 oraz g(x) — —o0, gdy * — a, to mamy
wtedy symbol nieoznaczony postaci oo — 0o.

Jezeli f(x) = %93) oraz g(r) = ﬁ, to wtedy przy

(
r — a mamy u(z) — 0, v(x) = 0 i otrzymujemy

RN S _ v(@) —u(=)
f(z) = g(z) u(z) o)  ul@)v(z)

Ostatecznie przy x — a wyrazenie przyjmuje postaé

0 : . .
o 1 mozemy stosowac poznane metody.

W ) o 1 ( 1 1 )

znaczy¢ granice lim — :

Y ves ¢ 250 4+ et —1

Rozwigzanie:

W przyktadzie f(x) = ﬁ, g(x) = ﬁ Przy

x — 0 obie te funkcje daza do nieskonczonosci. Czyli
. 1 1 . :

W granicy }jlg(l) iz oo 1) wystepuje wyraze-

nie postaci co—o00. Stosujac powyzsze przeksztatcenie
otrzymujemy, ze u(x) = 4x*+x iv(z) = e* — 1. Przy
x — 0 obie te funkcje dazg do zera. Odejmujac utamki
otrzymujemy wyrazenie %,
x = 0 jest wyrazeniem nieoznaczonym postaci %. Przy

ktore w punkcie

obliczaniu granicy otrzymanego wyrazenia stosujemy
dwukrotnie regute de L’'Hospitala:
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lim
x—0

1 ) ) e —1—4x2 — 1
= lim —
42 +x  er—1) 20\ (4a?+x)(e” — 1)

(1
(Sx—l—l E _f)x-l—_(}le—l—:I:)ex) -
( .

lim
x—>0

e’ —8
8(e* —1)+e*(8x+ 1)+ e*(8x + 1) + e”(4a? + x)) _
2 , PO podsta\memu za x liczby 0.

Przyktad 5. Wyznaczy¢ granice
Jim (V82T =22+ 1 ~ v8af =5z - 3).

Rozwiazanie:
W przyktadzie wystepuje wyrazenie postaci co — oo.

. . . .. .0
Wyrazenie to nalezy sprowadzi¢ do symbolu postaci g.
W tym celu wyrazenie w nawiasie mnozymy i dzielimy
przez /8x4 — 2z + 14 +/8x* — bz — 3 otrzymujac po
zastosowaniu wzoru skroconego mnozenia
lim (\/8:154 —2r+1- V8T —br—3) =
T—r00
lim 8z — 2z +1— (8a* — bz —3)
””_>°O\/8JJ4—2.%'—|—1—|—\/8J:4—5$—3

3r + 4

lim
xﬁoo\/8x4—2x+1+\/8x4—5:c—3
Przy * — oo wyrazenia znajdujace si¢ w liczniku i

w mianowniku utamka daza do niesko¢zonosci i stosu-
jemy regute de L’Hospitala. ZauwaZmy, ze

! _ 3223 -2
3z +4) = (\/8934—295“) = T
(\/83:4 — b — 3) = %. A zatem powyzsza

granica jest rowna
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ROZDZIAL 6: REGULA DE L’HOSPITALA

r 3
L D y_30s
28z —2x+1 28zt —5x—3

Wyrazenia wystepujace w mianowniku utamka pod
pierwiastkiem dzielimy przez z*, a licznik dzielimy
przez x2. Mamy
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Zadanie 4. Wyznaczy¢ granice funkcji, w ktorej wystepuje wyra-
zenie nieoznaczone postaci oo — 0o

1 1 1 1

a) lim< ——, b) lim [———|,

= \et—1 «x =0 \sinz

: 1 1 ) 1 1
‘) ilg(l) <x3 - x)’ d) }vlg(l) (5132 B sin2x>7

3 12

. _ : 22
e) ii%(a:—z x2_4>, f) J}gglo(x x a>,
g) lim (x — Va2 —x+ 2) h) lim 6 7

T—00 ’ z—=1\1 —2x r—1 ’
i) lim ( x? + 6z — ZU), 7) im (2% + =),
k) lim (\/xQ—I—x—i—l—\/xQ—x) [) lim L1

z= ’ e=0\xsinz 22/’

_ sin x 9 : 5 B T
m) alsl—% <0082:c te :z:), n) i (\/x +3-Va 3)’
o) lim (\/ 322 +1— x) p) lim ot

=00 ’ z—0 \ 1 ln(aj + 1) ’

lim (V922 + 4z —5—3 I S
T) xl_)fgl()( x x :c), s) g (—— =,
t) lim (\/:U2 + axr — Va2 — ax) u) lim L1

700 ’ e=0 \32?  3atgr)
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Przyktad 6.

ROZDZIAL 6: REGULA DE L’HOSPITALA

Wyrazenie nieoznaczone postaci 0

Jezeli dane sg funkcje u(x) i v(x) okreslone w pewnym
sasiedztwie punktu z = a (moze to by¢ sasiedztwo
jednostronne), przy czym wu(x) > 0 dla wszystkich
x # a nalezacych do tego otoczenia, to wyrazenie

f(a) = ()"
jest wyrazeniem nieoznaczonym postaci 0°, jezeli przy
r — a mamy u(z) — 0 oraz v(x) — 0.
Poniewaz u(x) > 0, wiec obie strony powyzszego row-
nania mozemy zlogarytmowac i otrzymamy

In f(z) = v(z) Inu(z).
Ponadto, jezeli lim v(x) Inu(z) = A, to
Tr—a
: A
lim f(z) = €.
Ostatecznie przy * — a wyrazenie v(x) Inu(x) przyj-
muje jedna z oméwionych powyzej postaci i mozemy
stosowaé¢ poznane metody.
)\/5

Wyznaczy¢ granice lim (3332 +x
x—07F

Rozwiazanie:

W zadaniu ograniczamy sie do przedziatlu [0, o0).

Granica przy x — 0 z obu funkcji wynosi zero, a za-

tem mamy tutaj wyrazenie postaci 0. Logarytmujac

funkcje f(z) = (3:1:2 + x)ﬁ otrzymujemy

In f(z) = /zIn (32 4+ x). Wyrazenie po prawej stro-

nie réwnosci w punkcie x = 0 jest wyrazeniem nie-

oznaczonym postaci 0 - (—oo), poniewaz jesli x dazy
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do zera, to wartosé¢ funkcji In x dazy do —oo. Na pod-
stawie przeksztalcenia

2
Vv In (3x2 + x) = In (3:1:1+ x)

VT

. C . 0o
otyrzymujemy wyrazenie nieoznaczone postact .

Aby obliczy¢ granice tego wyrazenia stosujemy dwu-
krotnie regute de L’'Hospitala

~In (3:152 + x) , 6x + 1
lim ———— = lm —— 7 =
x NG x —5(32%2 +x)r 72
. (6z +1)22 B _ 6x2 + (61 + 1)%:15% B
—2 :Ehjgh 324+ =2 xlirgl+ 6 +1 B

0, poniewaz przy x — 07 licznik utamka dazy do zera,

a mianownik do jedynki.

Zatem ostatecznie lim (3x2 + x)ﬁ =l =1.

r—0t
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Zadanie 5. Wyznaczy¢ granice funkeji, w ktorej wystepuje wyra-
zenie nieoznaczone postaci 0°

. €T 3 _ 271'
R b (@ =)
lim (X a d) lim(2z)*

C) zLIP}O (SU) 9 ) xl{}[(l)( l’) )
. 3x . Inz
e) limz™, f) lim(Inz)™,

-1

1 2x
g9) lim (12, k) lim (> ’

Jm RIS
0) }g}%(sina})%, 7) ;i_r>r712r(2cosx)1_smx,
k) %(tga;)m, ) xlirg+(sinx)ﬁ,
m) lim (sinz)®,  n) lim (5" —1)",

) BT ) i ()

. — 2\ z-1 . r—2
r)  lim (e v ) , s) lim(e*—e€") 7,
T—00 r—2

t) lm(1—=z)"""  w) lim(nz)""

rz—1 rz—1



Przyktad 7.

cxi

Wyrazenie nieoznaczone postaci oo’

Jezeli dane sa funkcje u(x) i v(x) okreslone w pewnym
sasiedztwie punktu x = a (moze to by¢ sasiedztwo
jednostronne), przy czym u(x) > 0 dla wszystkich
x # a nalezacych do tego otoczenia, to wyrazenie

jest wyrazeniem nieoznaczonym postaci oo’ jezeli przy
r — a mamy u(x) — oo oraz v(x) — 0.

Poniewaz u(x) > 0, wiec obie strony powyzszego row-
nania mozemy zlogarytmowac i otrzymamy

In f(z) = v(z) Inu(z).

Ponadto, jezeli lim v(z) Inu(z) = A, to

lim f(z) = el

Ostatecznie przy * — a wyrazenie v(z) Inu(x) przyj-
muje jedna z omoéwionych postaci i mozemy stosowac
poznane metody.

8=

Wyznaczy¢ granice lim (2:1:2 + 51 — 3) :

Rozwiazanie:

Wyrazenie bedace podstawa potegi dazy do nieskon-
czono$ci, a wyrazenie bedace wyktadnikiem potegi dazy
do zera, gdy x — oo. Mamy zatem wyrazenie postaci
oo, Logarytmujac funllicj@

f(z) = (22% + 52 — 3)* otrzymujemy
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In f(z) = 1ln (2952 + 5z — 3). Wyrazenie po prawej
stronie roOwnosci przy x — oo Jest wyrazeniem nie-
oznaczonym postaci 0 - (00). Po przeksztatceniu

1 1 (2 9 5 3) . ln(2x2+5x—3)
“In (22" +5x —-3) = —~
razenie nieoznaczone postaci 2.
Aby obliczyé¢ granice tego wyrazenia stosujemy
dwukrotnie regute de L’Hospitala

otrzymujemy wy-

) ln<2x2—i—5x—3)_ ) 4o + 5 B
Ostatecznie

] |—

lim (22° + 50 —3)" =€’ = 1.



cxiil

Zadanie 6. Wyznaczy¢ granice funkcji, w ktorej wystepuje wyra-

zenie nieoznaczone postaci oo

@)

lim

r—0t

lim
z—0

1\ sinz
&)
<€;_1>3x’

1

lim =,
T—00

lim
xr—0

lim

T—00

T—

lim (tga

( 1
v}

lim (e_“” + 1)6 :

$—>§

lim
TG

(

(536—1—2)

1 sinx

T—r—00

lim
x—0

(

1
et —1

)COS x

L
22

9

lim (2 + e “

Y

)COSQ]‘
Y

x

er—1
)

0

b)

Jim, (V7)™

Jim (z + e)s,

&\»—A

Jim (Inx)e,

lim
r—1-

1 rx—1
<:1: — 1) ’

1 rz—1
lim () |
=1 \Ilnzg

)sinm
)

glglg(l) (ctgx

%%M—‘

Jim (In(1 + 2))",

1 2z
(sin 2:U> ’

tgx

lim
r—0

dim (tg7)
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Przyktad 8.

ROZDZIAL 6: REGULA DE L’HOSPITALA

Wyrazenie nieoznaczone postaci 1*°

Jezeli dane sa funkcje u(x) i v(x) okreslone w pewnym
sasiedztwie punktu x = a (moze to by¢ sasiedztwo
jednostronne), przy czym u(z) > 0 dla wszystkich
x # a nalezacych do tego otoczenia, to wyrazenie

f(z) = (u(x))"™

jest wyrazeniem nieoznaczonym postaci 1°° jezeli przy
r — a mamy u(z) — 1 oraz v(z) — oo.

Poniewaz u(z) > 0, wiec obie strony powyzszego row-
nania mozemy zlogarytmowaé i otrzymamy

In f(z) = v(z) Inu(z).
Ponadto, jezeli lim v(z) Inu(z) = 4, to

lim f(z) = e’
Ostatecznie przy © — a wyrazenie v(x) Inu(x) przyj-
muje jedna z omoéwionych postaci i mozemy stosowac
poznane metody.

8=

Wyznaczy¢ granice lim (e — z)=.
z—0
Rozwigzanie:

Mamy tutaj wyrazenie postaci 1°°. Logarytmujac funkcje

1
f(x) = (¥ — x)* otrzymujemy
In f(z) = L1In(e” — x). Wyrazenie po prawej stronie
rownosci przy x — o0 jest wyrazeniem nieoznaczo-

nym postaci 0 - (00). Po przeksztatceniu
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1 r _ In(e®—x) . . .
~In(e’ —x) = =— otrzymujemy wyrazenie nie-

oznaczone postaci .
(0. ¢]

Aby obliczy¢ granice tego wyrazenia stosujemy regute
de L’Hospitala

In (e* — rT—1
lim —<€ ) i ©
z—0 x z—0 el — g
0 wyrazenie w liczniku utamka dazy do zera, podczas
gdy wyrazenie w mianowniku utamka dazy do jedynki.
Ostatecznie

= 0, poniewaz przy r —

8=

lim — e =1.
z—0 et — 1

=0, czyli }CILI(I) (" —x)
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Zadanie 7. Wyznaczy¢ granice funkeji, w ktorej wystepuje wyra-
zenie nieoznaczone postaci 1°°

a) lim xﬁ, b) ]jmg;ﬁ’
rz—1t x—1
lim (14 3x)% d) i Ly
S5x
c)  lim (1+3z)>, ) xlgq<2x_1> :
: —\ 1 : 5
e) }HH (\/23: 1) : f) gljlg(l)(cosx) :
S5z T
g) lim (cos )™, h)  lim (e> :
. . .9 \tgx . : z—1 ﬁ
i) Ilir;r (Sln ac) : 7) gljl_}Hi (e ) :
k) lim(2 —2)r, [) lim(1—z),
. 1\* _ 1\t
w g (14 2) W ()7

o) lim (2 —sin ,q;)ﬁ7 p) lim (1 + x)lnzx’

=5 x—0t

x

r)  lim (1 +a:_2)e : s) lim v/1— 2z,

z—0t

t)  lim <2 — ealc>x, w) 31612(1) (cos :I:)QQF1
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Odpowiedzi

Zadanie 1.

a) %7b) 1,C> %7d)ove 9
,]) %7 k) %7 1) _§7 m) %9 Il) _%7 O) V11’ p) T I') 127
s) —20,t) —1, u) 0.

SN——
>}
—

SN——

wlot

o3

~—

|~
=

S—

u"h

N——
=
—
\]
L
=}
—_
)
w

Zadanie 2.
a) 0, b) 0o, ¢) 0, d) oo, e) —o0, f) v/5, g) =6, h) 3,
1) _%u] _%7 k) 07 1) 1 m) %7 Il) 67 O) —00, p) o0, I") 07

Zadanie 3.

a) 0, b) =5, ¢) —%, d) oo, e) %, f)0,g) 2,h)0,1) 0,

i) 1,k) 5,1)0,m)0,n) =%, 0)0,p) 2, 1) —1,s) oo,

t) 0, u) 0.

Zadanie 4.

a) _%7 b) 07 C) 07 d) _%7 € %7 f) 07 g) %7 h) o0, 1) 37 J) 00,
k) 1,1) —%, m) 0, n) 0, 0) 00, p) —%, r) %, s) —%, t) a, u) é
Zadanie 5.

a)1,b)1,¢)1,d)1,e)1,f)1,g) 1,h)e21i)1,j) 1,

k) 1,1) 1, m)1,n) 1,0)e,p) 1,r)0,s) 1,t) 1,u) 1

Zadanie 6.
2) 1,b)1,0) e d)1,e) 1,6 1,8)1,0)0,i) 1, ) 1,
k)1,1)I,m)1,n)1,0)1,p)1,r)1,8)1,t) 1,u)l
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Zadanie 7.

a) 1, b) es,c)es, d) e, e)e f) ez, g) 1, h) e i) 1,
e, ket ) et m) 1, n) e? o) €

t) et u) 1.

' p)1,1) 00, 8) e ?

)

Za granica méwia: "X to dobry matematyk; z pewnoscia
Polak". U nas méwia: "Y to prawdziwy Polak; z pewno-
Scig staby matematyk".

Hugo Steinhaus



Rozdzial 7: Caltki
nieoznaczone

cxix



oxx ROZDZIAL 7: CALKI NIEOZNACZONE
Funkcja pierwotna
Funkcja pierwotna funkcji f(x) w przedziale (a, b) na-

zywamy kazda taka funkcje F(x), ktorej pochodna F' (x)
rowna sie danej funkcji f(z) dla kazdego x € (a, b).

Calka nieoznaczona

Calka nieoznaczona funkcji f(z) oznaczong symbolem / f(x)dx
nazywamy wyrazenie F'(x) + ¢, gdzie F(x) jest funkcja
pierwotng funkeji f(x), a ¢ jest dowolna stala.

Podstawowe wzory catkowania

xn—i—l
/a:”d:c:n+1+c,n7é—1, x>0,

1
/—dlen\x|—l—c,a:7é0,
x
/exdx:ex—kc,

X

/axdx: ¢ +c,a>0, a#1,
Ina

/COS rdx = sinx + c,

/sin:vdx = —cosT + ¢,

1
/ ;—dx =tgr + ¢, cosx # 0,
cos®

1
/ ——dr = —ctgz + ¢, sinx # 0,
sin x



cxxli

dxr = arcsinr +c, —1 < x <1,

1
N

/ ! dr = arctgx + ¢
24+1 " & '

f ()
e
[ (@) +g(@)) dz = [ f(z)dz + [ g(x)dx,
[ kf(x)de =k [ f(x)dz, k # 0.

dr =In[f(z)] + ¢,

3/r — 9 2
Przyktad 1. Obliczy¢ catke / sin x (3 — (\/E)) dx korzystajac

rsinx
7z podstawowych wzorow.

Rozwiazanie:
3 -9 2
/sinx (3— (\/E)) dr =
rsinx

wymnazamnmy wyrazenie w nawiasie przez sin x
3 2
T — 2
(Vr —2) ) dr —

/ 3sinx —sinx -
rsinx

upraszczamy

/<3sin:c— M) d =

x
stosujemy wzor na catke z sumy funkcji

3 — 9 2
/3sinxdx — /(\/_)d:r: =
x
korzystamy ze wzoru skréconego mnozenia

/3sinajdsc—/g€g _2;6% +4d:c =

x% Qx% 4
/SSinxdaﬁ—/(— +)da::
T T T
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wykonujemy dziatania na potegach
. 1 2 4
/381I1{Ed$—/<x 3 — 2w 3—|—>dx:
x
stosujemy wzor na calke z sumy dwoch funkeji
4
3sinzde — (a7 5de + [ 22 5de — [ ~dx =
/ sin xdx /x 3a:+/ x 3dx /xd:v
wytaczamy stata przed znak catki
1
3 [sinwde — [a 5de +2 [a 5de — 4 [ ~dv =
/Smsc x /x sdx + /:L‘ sdx 4/xd$
korzystamy ze wzorow
2 1
3(—cosz) — % + 2% —4ln|z| 4+ ¢ =
3 3
1 po uproszczeniu
—3cosx—3Va?+6yx—Ina*+c, gdzie ¢ jest dowolna
stala.



a) /(2.7:3 — 42? + V/3)dz,

20— 7
3x

6) / dx

sin x + cos? z’

c)

dx,

9) / (tgr + ctgac)2 dx,

) 1 —sin®z
z) /72dx7

sin” x
2 2
k) / (3333 — a;‘) dx,

(e

22v/ x4 — 3v/ 22
0) / d
T2\/T

) [ (2—6;) dz,

t) / de

coslgy

a:2> dx,

Ly

b)

cxxiii

Zadanie 1. Oblicz catki korzystajac z podstawowych wzorow

9 — 2
/ xdx,
2x + 6

/x3+1dx,

rz+1

Ly

/4(\/_2; 3)2d

/ (sin L + cos a:)Q dx
2 2 ’

CcoSs 2x
/ ) dZU,
2
Sin“ x cos® x

/ 2\;}33 dﬂ],

/x\?/E il <4/Edac

2T ’

/2%2—\75

v

/(i—5x—|—3>d:p,

/2—3\/5

———dx.
sin” x
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Wzér na catkowanie przez podstawienie

Jezeli dla = € [a, b], g(z) = u jest funkcja majaca
ciggta pochodng oraz g(x) € [A, B]aponadto funkcja
f(u) jest ciggta w przedziale [A, B], to

[ £(g(@) g ()dz = [ f(u)du,
przy czym po scatkowaniu prawej strony nalezy w
otrzymanym wyniku podstawi¢ u = g(z).

16z — 10
Przyktad 2. Obliczy¢ Caikg/ ) er 5 _ 3
—4x Tr —

metody przez podstawienie.

dx korzystajac z

Rozwiazanie:
W pierwszym kroku zauwaZmy, ze

162 — 10 B 28245
/5 -

—4x% + br — 4x% + b —
W celu obliczenia teJ calki stosujemy podstaw1eme:
t = —42% + 51 — 3 1 po zrézniczkowaniu
= (—8z + H)dx
/ 16z — 10 B / th
v —4x2 4+ bx —

korzystamy ze wzorow na pot@gl

[(=2)t5dt = 2 [t 3t =

korzz%/stamy ze wzoru na catke z funkcji potegowe;j
28 te=-3t5+c=

Wra?:amy do zmiennej x i ostatecznie otrzymujemy
—3(—4a® 452 —3)5 +c=—37(—42? + 5z — 3 +c.
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Zadanie 2. Oblicz calki korzystajac z metody catkowania przez
podstawiewnie

/2008(5x)d:1:, /\/257_3 dx

[ V2w =3 da, d) [ (2" +3e7") dr,

~—

V2z+1
/4$2vx3+8dﬁﬂ, f) /\;mdx,
/— oS —da: h) /81_3xda:,
, 2cosx . .7
i) /1—3$inxdx’ 7) /sm x cos xdx,

3 m— arcsma:
k) [ ¥/3z+2dw, ) [ —— i

122 — 14z + 1
m) 4x3x_ -3 f;—_ gda:, n) /sinx cos® xdx,
2tgx
0) /cos%cdx’ p) /Stgxdx,
V7+Inz
/—sm s) /5xd:c,
V11
72x+3d
/ v v) /x(5+1nx) v
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Wz6ér na calkowanie przez czesci

Jezeli u, v sa funkcjami zmiennej r majacymi ciggta
pochodna, to

/udv:uv—/vdu.

Przyktad 3. Obliczy¢ calke /(23:2 + 3x — 1)e*dx korzystajac z me-
tody przez czesci.

Rozwigzanie:

Calke liczymy przez czesci
u=2x>+3x—1 dv=e"dr

stad

du= (dz+3)dx v=[e"dr =¢"

Podstawiamy do powyzszego wzoru i otrzymujemy
/(2:1:2 + 3z — 1)e"dx =

(222 4+ 32 — 1)e® — [e(4x + 3)dx =

Otrzymana powyzej catke ponownie liczymy przez czesci
u=4x+3 dv=e"dx

du = 4dx v=[etdr = e*

Podstawiamy do powyzszego wzoru i otrzymujemy
(222 4+ 32 — 1)e® — ((4x + 3)e* — [4e®dx) =

PO wymnozeniu

(22% + 32 — 1)e® — (4o + 3)e” + 4 [ e“dx =

(222 + 32 — 1)e® — (4x + 3)e® + 4e” + c.
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Zadanie 3. Oblicz calki korzystajac z metody catkowania przez
czescl

a) /21nxdx, b) /\/Elnxdx,

c) / V3¢ sin xdr, d) /5:5 In zdz,
e) /3$2€xd93, f) /17 sin® zdz,
9) / x sin xdx, h) / 2 cos zdz,

7) /(2 +V3)a?sinzdr,  j) /Bxexdx,

k) /13:1: cos xdz, ) /em cos xdz,

m) /3311 In zdz, n) /Zarctga:da:,
2Inz 3 o

0) / 3 dx, P) /x e’dr,

T) /(2:6 + 1)%e"du, s) /(3:15 — 1) cos zdz,

t) /arcctg:cdx, u) /(4x + 1) sin zdz.
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Zadanie 4. Oblicz catki jedna z poznanych metod

2—3:
/cosx\3/2+351nxda:, b) /Bx(S—F ‘ )dx,

512

V141
c) /(3:13 + 1) cos(2x + 32?)dz, d /3+11:de
T

~—r

) /Sinx(l— g;jf) dz, f) / m

2 _ 2 e T
/tgx (ZCtgx — 2—1) ) dzx, h / (3 +— ) dx,
COS* X

r3tgx

~—

4
| =t e

2 cw
k) /:Uln(l + 2%)dx, l) ﬁdx,
m) /(St 22 + 2ct x)zdx n) 47:[:303513
& & ’ 3cos?at

o CoS T 2
0) /cosm <2\/§cosx+ B )dx, p) /\/gxe dz,

5
/111(3:1: — T)dx, s) /coszxdx’

/\7 (sin 3x)4 cos 3xdx, u) / Ct%$ dx.

Sin- T
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Odpowiedzi

Zadanie 1.

a) %4—*%—\/_:1:4—0 b) 3—x——+c ¢) ¥ —Ilnjz|+c,

d) %—5+x+c) e) x + ¢, f) 22 — 24/x +91In|z| + ¢,

g) tgxr — ctgr + ¢, h) © — cosz + ¢, i) —ctge + cosz + ¢,

j) —ctgr+tgr+ck) IVad—21In|z|+c, 1) 3Va2—EVad+c,
m) arctgr — arcsinz + ¢, n) $Vat 4+ 2z + ¢,
)713’%+771W+c p) sVa? — 3 VaB+c 1) 26"+ 55 +c,

s) In|z| — +3:c+c t) 2tgr + ¢, u) (3v/3 — 2)ctgz + c.
Zadanie 2.

a) %Sin5x—|—c b) 5\/21:— +¢ ) 52z —3) + ¢,

d) 2¢* —3e™® + ¢, e) 5/(z3 + 8)3 +cf eVl 4 ¢

g) 28111 o +c, h) 3110881 3x—l—c i) — ln\l—SsmxH—c,
j) §sin® :U—I—c k) 173z +2)* + ¢,

1) arcsinx — f(arcsmsc)Q +c¢,m) In |42 — T2 +x — 3| +c,
n) —icos'x +¢, 0) tg?r + ¢, p) —In|cosz| +c,

r) cos 5 + ¢ 8) 2/ (T+1Inz)? + ¢ t) 5

u) V11In |5+ Inz| + c.

Zadanie 3.

a)2(zlnx —z)+¢, b) 2\/_3(111:L‘—2)—|—c
) V< (smx—cosx)—l—c d) (lnx—f)—i-c

) 3e” (#7 =2z 4+ 2) +¢, f) ¥ (a:—smxcosx)—l—c,
g) —wcosx +sinx + ¢,

h) 2®sinz + 3% cosx — 6xsinx — cos x + c,

i (2—!—\/_)( z? cosw + 2xsinz + 2cos x) + ¢,
5e’ (x — 1) + ¢,

—.
\_/\_/
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k) 13(xsmx—|—cosx)—|—c 1) < (sinz + cosz) + ¢,

m) < T, (lnx ) +¢ n) 2xarctgx —In(1+ 2% + ¢,

0) — (21na:—1)+c, p) e” (23 — 3a? 4 6z — 6) + c,
r) e ((23: +1)2 - 42z +1)+8) +¢,

s) (3z—1)sinz+3cosz+c, t) zarctgr + 5 In(z? + 1) + ¢,
u) — (4w +1)2 cosx—|—8(4x—|—1)smx—|—32008x—|—c

Zadanie 4.

a)m—l—c, b) 3e” — 2+, c)%sin(2x+3x2)+c
d) 2/(1+Inz)+c e) —cosz —x+10In|z| + 2 + ¢, f)
—erc g) 2x+——f—ln|az|+c

h) 3e” +tgr + ¢, i) 3 arcsmﬂ—l—c i’z +c,

k) (1 4 2 )ln(l—i—x J—z+c 1) —e T te

m) 9(%tg3x—tg:v+a:)—121n|cos:c| (Ctg:c+x)+c,
n) stgzt + ¢, 0) 10v/3z + 3\f-|—c p) —Lie fo

r) 32T (In(3z — 7) — 1)+c s) b (ztgr + In|cosx|) + ¢,
t) 5VS1n3:U + ¢, u) —ictg?r + c.

)
Czesto sie mowi - liczby rzadza swiatem. Pewne jest to:
liczby pokazuja jak on jest rzadzony.

J. W. Goethe



Rozdzial 8: Catki z funkcji
wymiernych

CXXXI1
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3 _ 4g 42
Przyklad 1. Oblicz calke [ * ; v 6de
xr xr —

Rozwiazanie:

Funkcja wymierna nazywamy iloraz dwoch wielomia-
now. W podanej calce stopien wielomianu wystepuja-
cego w liczniku wynosi 3, a stopien wielomianu wyste-
pujacego w mianowniku jest réwny 2. Mozemy zatem
podzieli¢ te wielomiany

(23 — 4z + 20) : (2*+2—-6)= x—1
—x3 — 2® + 62
—2%2 4+ 22 + 20
> +1-6
3z + 14
Stad
3 — 4z + 20 3z + 14
dr = —14+————)dr=
/x2+x—6 v 3/(51314 +x2—|—x—6> v
T+
22 T+
2 /x2+x—6dx' o
: : . T+
Pozostaje nam do obliczenia / mdw. W tym

celu obliczamy wyrdznik trojmianu kwadratowego: A =
25. Wyrazenie w mianowniku ma pierwiastki r1 = —3
oraz x9 = 2. W dalszych rozwazaniach przyjmujemy
zalozenie, ze x # —3 oraz x # 2.

Rozktadamy funkcje podcatkowa na sume utamkow

prostych

S:+414 _ A, B

x24+x—6 T x—2 x+3

Mnozac obie strony réwnania przez (x — 2)(x + 3)

otrzymujemy
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3r+ 14 = A(z + 3) + B(x — 2), skad
3r+14=(A+ B)x+ (3A —2B).

Mamy tutaj do czynienia z tozsamoscia. Poprzez po-
roOwnanie wspotczynnikow znajdujacych sie przy row-
nych potegach x po obu stronach tozsamosci otrzymu-
jemy

A+ B =3oraz 3A — 2B = 14.

Stad A=4, B=—1.

Wracajac do funkcji podcatkowej otrzymujemy roz-

ktad

3u+14 — 4 1

2+r—6 — -2 x+3"

Catkujemy obie strony tozsamosci i po prawej stronie

wytaczamy state czynniki przed znak catki
3 14 1 1
/devzél/ dx—/ dv =
24+r—6 x—2 r+3
Stosujemy dwukrotnie podstawienie
t =x—2, stad dt = dx oraz u = x + 3, stad du = dx.
Otrzymujemy zatem
1 1
4Inft| —Inju|+c=
4In|z — 2| —In|z + 3| +c =

(z—2)*
In sy T ¢
Podsumowujac
23 — 4x + 20 2 (2—2)d
/ T dr =% —x +In s T 6
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Zadanie 1. Oblicz calki (A > 0)

5
d
@) /:U2+3x—10 “

V3

—d
3+ 20 — a2 s

1
d
‘) /2x2—6x—|—4 “

11z — 1
d d
) 3:1:2—5:16—236
1
dx,
202 4+ 9x — 5
223 — 1922 + 58x — 42
N ,
= b4+ 22 —2x+3
d
9) / x? — 3z + 2 v

/ 6x + 1 d
622 —bx+1

/ —223 + 322 + 322 + 16
—x2 4+ 2+ 15

dx,

dx.

. =T+ +9
7) / x2+2x—6
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4 4 4 3 _ 2 2
Przyklad 2. Oblicz catkg [ = fg f’f o L0 0
xr< — 4

Rozwiazanie:
W podanej calce stopient wielomianu wystepujacego w
liczniku wynosi 4, a stopien wielomianu wystepujacego
w mianowniku jest réwny 2. Mozemy zatem podzieli¢
te wielomiany
(4ot — 423 — 32 — 20 +5): (42’ -4 +1)= 22 -1
—4a* + 423 — 22
—4x% — 2245
4a® —4x + 1
—6x 4+ 6
Stad
4ot —4x® — 322 — 22+ 5
/ 5 dr =
da® — 4o + 1

—6x + 6
- )i -
/<x )™

/ 2d:c—/d;v—6/4x2 4;+1dx:

dz.

-6
/4:1:2 4x+1 .
x_

Pozostaje nam do obliczenia / 17— dr 1dx. W
x? — 4o

tym celu obliczamy wyr6znik tréjmianu kwadratowego

znajdujacego sie w mianowniku: A = 0. Stad
42> — 4z + 1 = (20 — 1)%. W dalszych rozwaza-
niach przyjmujemy zatozenie, ze x # % Rozkladamy

funkcje podca}kowa na sume utamkow prostych

z—1 A + B
42 —4r+1 — 221 (22—1)2

Mnozac obie strony réwnania przez (2z — 1)? otrzy-
mujemy
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r—1=A2x—1)+ B, skad
r—1=2Az+ (—A+ B).

Mamy tutaj do czynienia z tozsamoscia. Poprzez po-
rownanie wspotczynnikow znajdujacych sie przy row-
nych potegach x po obu stronach tozsamosci otrzymu-

jemy
2A =1 oraz —A—|—B:—
Stad A = 1 = —%.

Wracajac do funkcp podcalkoweJ mamy

r—1 — 5 T
42 —4a+1 — 2z—1 (22— 1)
Calkujemy obie strony tozsamosci i po prawej stronie

Wyl@czamy state czynniki przed znak catki

1 1 1
de = - dr——= | ———=dr =
/4,7;2 4x+1 v=3) 2/(23:—1)2 v
Stosujemy podstawienie

t =2x — 1, stad dt = 2dxz. Otrzymujemy zatem
1,1 1,1 :
4/tdt— t—th: Mt + L +c=

4
tln |2z — 1] — D T ¢
Podsumowujac
/4x4—4x3—3x2+14x—6d
€r =
402 — 4x + 1

3

T—x =32z — 1|+ 233 s ¢



Zadanie 2. Oblicz catki (A = 0)

92 — 5
d
a) -/9952—6:1;—1—1 s

/ 3£C—|—4
- dx
2 +4r+4 7

22 =52 +3x+9
/ dx,

2 —6x+9

/9x4—15x3—2$2+5x—1

dzx,
922 — 6z + 1

) /3x3+5x2+2x+3
e
24+ 2x+1

L,

Sr + 10
d
N | s ™
3z +1
d
9) /:1:2—10x+25 “

1
h d
) /9x2—12x+4 s

/x4+4x3+3:€2—3x—1

d
2+ 4x+4 s

dx.

/2x3+$2+9x+13
16 — 8z + 2

CcxXxXxvil
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213 — 42? + 13z — 1
Przyklad 3. Oblicz catke [ = 2+ . g dz
xr< — ZT

Rozwiazanie:
W podanej catce stopien wielomianu wystepujacego w
liczniku wynosi 3, a stopien wielomianu wystepujacego
w mianowniku jest rowny 2. Mozemy zatem podzieli¢
te wielomiany

(223 —42? + 13z —1): (2> -2z +5) = 2x

—22% + 42* — 10w

3r—1
Stad
203 — 4?2 +13x — 1 3r—1
/3j v o dac:/<2x+x>dx:
—2x—|—5 | 2 —2x+5
x_
2/:cda:+3/x21_2x+5 —
x_
—_—dr.
o +/x2—2x+5 ; |
x_
P t do obl ' ——dx. Wt
ozostaje nam do o 1czen1a/x2_2x+5 T yim

celu obliczamy wyréznik trojmianu kwadratowego znaj-
dujacego sie w mianowniku: A = —16.

W dalszej czesci, aby obliczy¢ te catke, przedstawiamy
ja jako sume dwoch catek. W pierwszym kroku prze-
ksztalcamy funkcje podcatkowa tak, aby wyrazenie w
liczniku byto pochodna m1anown1ka

/ 3r —1 d — 3/ x—f dy —
:L‘2—2x—|—5 - x2—2::r;-|—5 -
x_f
2/x2—2x+5 N \
2c — 2 3 e
dov+ 3 | 5—2—rdv =
2/:1:2—2m+5 x+2/m2—2x+5x
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%Il + 2]2, gdzie

2r — 2 1
L=|————dv, L= ————dx.
! /:1:2—2:1:+5 o2 /x2—2x+5x
Liczymy catke I1. Zauwazmy, ze funkcja podcaltkowa

zostata tak przeksztalcona, aby wyrazenie znajdujace
sie w liczniku byto pochodna wyrazenia znajdujacego
sie w mianowniku. Stosujemy zatem podstawienie
t = 2% — 22+ 5, czyli dt = (20 — 2)dz i stad I} =

dt
dezlnm +c=Inlax? =22+ 5|+

W kolejnym kroku naszym zadaniem jest obliczenie
catki I,. W tym celu wyrazenie znajdujace si¢ w mia-
nowniku z? — 2z + 5 przedstawiamy w postaci kano-
nicznej x? — 2z +5 = (z — 1)* + 4.

dr =

/x2—2x+5dx:/(x—1)2+4

1 1

— | —5——dx.

1

Stosujemy podstawienie s = xT_l, stad ds = %dx.
Otrzymujemy zatem

1 1 1 2 1
1 Erde = 1) e = gevetes e =
1

sarctg (%‘1) + ¢9. Podsumowujac
20° — 4a° + 13z — 1
/ 5 dr =
x4 — 20 +5
2?4+ 31n|a? — 2z + 5|+ ¢; + 2 - Larctg (Y52) + ¢ =
2?4+ 2 1n|z? — 2z + 5| + arctg (“51) + c.
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Zadanie 3. Oblicz catki (A < 0)

a) / ! dx,

202 — 122 + 27

T+ 1
b d
) /2x2+6:1:+5 s

/ br + 2 dz.

22+ 22+ 10

Y

/ 3 + 3
24+ 2+ 2

3r2 — 15x + 2
—22 452 -7

]
~—

dx,

/2x2+63:+1
22 4+3x+3

203 + 22 +3x + 8
9) | dz,

2 —x+3

/2x3+3x2+2x—|—3

d
202 4+ + 1 s

/—x4+a:3—3:c2+4x+1

dx,
—2+x—1

/3x4—6x3—|—5x2—|—2x—|—2

dx.
2 —2x + 2



Zadanie 4. Oblicz catki

23— 52 +8x+1

a) | (z—1)(z —2)?

dx,

323 — bx? + 8z
/ ( dx,

2?2 —2x+1)(2? — 1)

203 — x? +4x — 3
/ dx,

xd 4+ 22249

202 + dx — 2
/:U+x dr.

3 —1

522 4+ 9x + 10
/ dx,

3+ 8

3r3 — 42 — 11x + 12
o da,

3 — 512 4 6

/x5+x4+3x3—|—x2—2
zd—1

/25133—1—2x2+:1:+1

d
23 +422 42 —6 o

/x4—4x2+2x—2

d
xt— 422 -5 o

/2x4+x3—|—9x2+6x—20
xd + 222 — 24

dx,

dx.

cxli
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Odpowiedzi

Zadanie 1.

a) —2In|z+ 5|+ 2Injz — 2| +¢,

b) — ‘fln\3 o)+ Lz + 1]+,
¢) —3ln|z— 1+ IInjz — 2| +c,

d) ln\3x+1|+31n\x—2\+c,

) —&In|z + 5+ & n |22 — 1] +¢,

f) x —17x+1211n\x+1|+ﬂ1n\x—2|+c,
g)g—x —Te —17ln |z — 2| + ¢,

h) 4In|2x — 1] — 3In |3z — 1| + ¢,

)2 =z =S5 —al+ Pnfr+3[+c
)% $+§1H|x+3|+gln|x—2\+a

@
| oo\w

—

J

Zadanie2

a) 3 (3x 1) +31n\3x—1|+c b) %—|—31n|aj+2|—|—c7

¢) S +ate, d) T —T—atc e) 2 —r— S tInjo+1|+e,
f) _4(2;11) +3In|2z +1[, g) =% +3In|z — 5|+,

h) — 3(33; 3Gy T 6 i) %‘x_L+ln|$+2‘+C;

) at+ 170 — 12 4 13In|z — 4] + c.

Zadanie 3.

a) 3farctg +c,

b) jIn|22* + 6o+ 5| — Larctg(2x + 3) +
c) ; 11’1 2% + 22 + 10| — arctggprl + ¢,
d) :In|2?z + 2| + ¢,

) =3z + 38farctg\f(2x 5) Y.

) 10[arctgw +c

g) x

24+ 3w — Qrarctg% +c,

\f(a: 3)

@
oo\[\pl\D\

—H
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h) % S+ 4*[arctg‘[(4x+1) + c,
f(2x 1)

i) % S 42z —Injat—z+1|— arctg +c,

J)ZC — o + darctg(z — 1) + ¢

Zadanie 4.

):U—l—5ln|a:—1|—£+10ln|x—2|+c,

b) — 2ot njz—1[+2mn|z+ 1] +¢

c)%l |:13 +233+3\ arctg\f(g[’drl +1In|2z?—22+43|+c,
d) 51n |x—1\—|—1ln\x + x4+ 1]+ 3 arctg\[(zmﬂ)—kc

) In |z + 2| + 21n |22 —2x+4\+7\[arctg\[( by,
f) 3x—|—21n|x|—|—ln]w—2\—|—81n|x—3]—|—c
)””2+:1:—|—1n|:c—1\—|—1n\x+1|+ In(z%+1) + arctgz +c,
)2x—fln|a:—1|—31n\m+2|+191n\x+3|+c
x+10+3fln|x V5| 1=5v5 3*[1n|x+\/_|—

n(2? +1) — §arctgx +c,
B2z +{fnjz =2 — 51n ]x +2| + arctg‘/x +c.

@

= B 03

|

)

W matematyce nie ma drogi specjalnie dla krolow.

Euklides
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Rozdzial 9: Calki oznaczone
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Zwiazek pomiedzy catka oznaczona
a nieoznaczona

Jezeli przez F(z) oznaczymy funkcje pierwotng funkcji
f(z), ciagtej w przedziale [a, b], tzn jesli F' (x) = f(z), to

[ f@)de = F@)[} = [F@)], = F(b) - F(a),

przy czym roznica F'(b) — F'(a) nie zalezy od c.

Wzér na calkowanie przez podstawienie dla calek
oznaczonych

Jezeli g (x) jest funkcja ciagla, g(z) jest funkcja rosnaca
w przedziale [a, 0], a f(u) funkcja ciggla w przedziale
[g(a), g(b)], to prawdziwy jest nastepujacy wzor okreslajacy
catkowanie przez podstawienie dla calek oznaczonych

[ 7o) g @ = [ flu)du

Wzér na catkowanie przez czesci dla calek
oznaczonych

Jezeli u, v sa funkcjami zmiennej x majacymi ciagta po-
chodna, to wzor na catkowanie przez czesci dla calek ozna-
czonych przyjmuje postac
b b
_ b
/audv— [u ], /(zvdu

Podstawowe wzory

/abf(x)dx = —/ba f(x)dx
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/:f(l‘)der/cbf(x)da: = /abf(a’;)dx

2
4 —
Przyktad 1. Oblicz C&H(Q/Q <\/_53x) dx

Rozwigzanie: ,

1 -3

/ (M) dy —
2 5

stosujemy wzor skroconego mnozenia
4 (2 — 6x/7 + 92°

/ Ve dr =
2 25

wytaczamy stata przed znak catki

215/24(35—6%/54—9:1:2)(&:

stosujemy wzor na catke sumy funkcji
1

9% (/;:Mx+/24(—6):1:\/Eda:+/249332dx> —

wytaczamy stata przed znak caltki

1

4 4 4, B
25(/2 :L‘dx—G[Z x\/EdJ:—I—Q/Z x dx) =
wykonujemy dziatania na potegach

215</Z4:1:d:c—6/24x3dx+9/24x2d1:> =

korzystamy z podstawowych wzoréw na caltki
4

s (2], (5,51

25 ( 2 |, 2 15 31,
wytaczamy state

1 2 4 12 g 4 3 3 4 .
5(e)y — 125(1‘ >2 + 55 (2%), =
korzystamy ze wzoru na catke oznaczona

12 /5 s 3
(16 —4) — ——(42 —22) 4+ (64 —8) =
s0(16 =4) 125( >+25(6 i

o2 (32— V) + 48 = 2 (2434 24V2).
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Przyktad 2.

Przyktad 3.

10 e\/Sx—l

Oblicz calke ﬁ?’ ﬁdaz.
3 T —

Rozwigzanie:
Calke podana w zadaniu liczymy stosujac podstawie-

nie u = v/3x — 1. Stad du = N%dw.
Zmieniamy granice calkowania Dolna granica jest te-
raz rowna = V4 = 2, gérna granica jest

teraz rowna \/3 m —1=+/9=3.

Po podstavvlenlu
o321

e'du =

/3 vV V3r—1 3 /

korzystamy z podstawowych wzoréw na catkowanie
3

§[€U]2 =

korzystamy ze wzoru na catke oznaczona

2 2
3 (e — ) = 562 (e—1).

4
Oblicz catke [ (z —2)In(z — 2)du.

Rozwiazanie:

Catke liczymy przez czesci

uw=In(zr—2) dv=(r—2)dx

du = Lsdx v:f(x—2)dx:%2—2x
Stosujemy wzor na catkowanie przez czeéci dla catek
oznaczonych

[z —2)In(z — 2)dz =

z? y 4%2—236
In(x — 2) E—Zx 3—/3 x_de:

wylaczamy stata
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2 4 2
1 427 —14
In(z — 2) (2—2x>] —2/3 u ;dx.
x_
3

Obliczmy warto$¢ pierwszego wyrazenia

o) (% -] -

2 (4 —8) ~In1 (4 —6)=0.

402 4
v xd:c. Jest
xr— 2

to catka wymierna. Dzielimy wielomian znajdujacy

Pozostaje nam do obliczenia catka /3

sie w liczniku przez wielomian znajdujacy sie w mia-
nowniku i otrzymujemy

/34.732—4513de

L9 4 (¥ _9.0)_aft L g
24— (Y -202)—4f —de=
Calke, ktora pozostala liczymy przez podstawienie t =

x—2, skad dt = dx. Dolna granica catkowania wynosi
1, a gbrna 2. Mamy zatem

2
f-QA-(f—Qcﬂ—gﬁiﬁ:
8—8—3+4— 4] =
—J+4—-4(n2-Inl)=32—-4m2
Ostatecznie, podsumowujac

4 1/3 3
/3 (x —2)In(z — 2)dx = —3 <2 —4ln2> =In4 — n
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Zadanie 1. Oblicz catki

CL) /12 (ﬁ_2) d

X

€L,

ROZDZIAL 9: CALKI OZNACZONE

c) /58(2:1:2 + 3)\l gx?’ +

4 83 4 322
°) /—22:c4+:v3+7

8 2x—2
9 | dz,

2 —2x + 11

V2z+3
/ \/W

2

B[ de,

-4 1 =73

us

2 .
m) /0 sin® z cos® z du,

ZCcosT +sinw
o) | _ dx,
z sin x
vy
T) / sin® z dx,
—T

€Ly

; 1 arcsinx
) /0 v+

dx,

3r—1dx, d)

£

N
Sy

1

S—

L,

1 3e* +4

/25

0T

?sinz dr,

cos’ x dz,

0,5m |

sin’ z dz,
s

dx,

— dx,

xr2

2r + 5
x2 45+ 2
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Interpretacja geometryczna calki oznaczonej

Jezeli w przedziale [a, b] funkcja f(z) > 0, to pole
obszaru ograniczonego tukiem krzywej y = f(z), od-
cinkiem osi ox oraz prostymi = a i x = b rowne jest
calce oznaczonej

P = /abf(x)dx.

Jezeli w w przedziale [a, b] jest f(z) < 0, to analo-
gicznie P = — [P f(x)dx.

on

Rysunek 2: Interpretacja geometryczna catki oznaczonej
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Przyktad 4. Oblicz pole obszaru ograniczonego krzywymi
y=—ax?+Tr — 10 oraz y = 2% — Tx + 14.

Rozwigzanie:

Wykresem funkeji y = —2? + 72 — 10 jest parabola,
ktorej miejscami zerowymi sa x1 = 2 1 x9 = 5, wykre-
sem funkcji y = 22 — Tx + 14, jest parabola, ktora nie
ma miejsc zerowych. Punkty przeciecia obu wykresow
wyznaczamy z rownania —x% 4+ 7x—10 = 2?2 — Tz + 14
isatoxr=3oraz x = 4.

on

3
[}
s
on
[=1]
=

Rysunek 3: Interpretacja graficzna przyktadu 4

7, interpretacji catki oznaczonej pole obszaru ograni-
czonego dwiema parabolami przedstawiamy jako roz-



Zadanie 2.

cliii
nice pomiedzy polem obszaru ograniczonego przez tuk
krzywej o réwnaniu y = —a? + 7z — 10 a polem
obszaru ograniczonego przez tuk krzywej o réwnaniu
y = 2> — Tz + 14.
Zaplsujemy to
P = / x2+7x—10)dx—/4(:v2—7x+14)dx

3

/ a:—l—?x—lO—(x —7:L'—|—14))d::f;
34( 212 -|—14x—24)dx

3 4
[ 2i-|—7x —24x]
3
1<
3°

Oblicz pole obszaru ograniczonego krzywymi
a) y=a?—1x—6orazy = —a°+5x+ 14,
b) y=4—2%oraz y = 2* — 2z,

¢) y*=0,8z oraz x =5,

d) y*=1-—xoraz x = -3,

e) y=Inz, y=0oraz x = 2e,

f) zy=8orazy=9—=x

g) y=2a, y=uxorazy = 2x,
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h) y:%ﬂ,x:—l,leorazyzo,
i) y:(%)x, y =3z, x=2orazy =0,
i) ¥ —2z+4=0o0raz 29> +x—12 =0,
k) y=cosx, v=0oraz x =m,

) y=Inx, z=ecorazy=0,

m) y= ig/:%,x:201“azac:9,

n) y=a3oraz y* =z,

r) y:ﬁ, x=4, r==6oraz y =0,

,Doraz y =0,

[N

s) y:i r=—= 1=
t) y= g, v=-1, x=1oraz y =0,

u) y:%ﬁ, x:%orazy:QT
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Objetosé bryly obrotowej

Niech dany bedzie tuk AB krzywej o rownaniu

y = f(x), gdzie f(x) jest funkcja ciggla i nieujemnag
w przedziale [a, b]. Wowczas objetosé bryty obro-
towej ograniczonej powierzchnia, ktora powstaje, gdy
tuk AB wraz z rzednymi w kornicach tuku obraca sie
dookota osi ox, obliczamy wedtug wzoru

b
V= / yide
Przyktad 5. Oblicz objetos¢ bryty powstatej w wyniku obrotu wo-

kot osi ox krzywej o rownaniu y = vVaZ—x —6 w
przedziale [3, 6.

Rozwiazanie:
Dziedzinag funkcji f(x) = V22 — x — 6 jest przedzial
(—o0, —2] U [3, o0).

Objetos¢ bryly obrotowej ograniczonej powierzchnia,
ktora powstaje, gdy tuk krzywej o rownaniny = Va2 — oz — 6
obraca si¢ dookota osi ox w przedziale [3, 6], obli-

czamy Wedlug wzoru

_W/(;ﬁ—x—6)¢r

:77/3 x —x—6)d:c

:L‘3 .']32 6
\% 7{3—2—637
216 36 27 9
B Y S L
v W( 3 2 <3 2 8))
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25

Rysunek 4: Interpretacja graficzna przyktadu 5

Zadanie 3. Oblicz objetos¢ bryly powstatej w wyniku obrotu wo-
kot osi ox krzywej o rownaniu

a) y=a°, x=0orazx =2,
b) y=1, v=1orazx =3,
c) y=+/z, x=0oraz x =4,
d) y=22% xr=1orazz =2,
e) y=a>+3, x=0oraz x = 1,

f) y* =2, x=2orazz =3,



Przyktad 6.

clvii

g) 2?24+1y? =09,
h) (—22+yP =4
i) y=sinz, x=0o0razx =7

j) y=(%)x, x = —1oraz x = 2.

Objetos$é bryly obrotowej

Niech dany bedzie tuk AB krzywej o rownaniu

y = f(x), gdzie f(x) jest funkcja ciagla i nieujemna
w przedziale [a, b]. Wowczas objetosé bryty obro-
towej ograniczonej powierzchnia, ktora powstaje, gdy
tuk AB wraz z odcietymi w konicach tuku obraca sie
dookota osi oy, obliczamy wedtug wzoru

V= 27r/ab:z:f($)da:.

Oblicz objetos¢ bryty powstatej w wyniku obrotu wo-
kot osi oy krzywej o rownaniu f(x) = |2z| — 3 w prze-
dziale [0, 4].

Rozwiazanie:

W przedziale [0, 4] podana funkcja ma postaé¢ f(z) =
2x — 3. Zatem objetos¢ bryly obrotowej ograniczo-
nej powierzchnia, ktora powstaje, gdy tuk krzywej o
rownaniu f(x) = 2z — 3 obraca si¢ dookola osi oy w
przedziale [0, 4] wyraza si¢ wzorem

V:27r/04:c(2:v—3)dx
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V=27r/04<2:z;‘2—3x)da:

2 3,14
322

V=2
3" T2

0

5 . 3 9 . 3
e 3o 0)
v W((?) 5 30" =30

— 56 _ 112
V—27T3 = 3T

Rysunek 5: Interpretacja graficzna przykitadu 6

Zadanie 4. Oblicz objetosé bryty powstatej w yniku obrotu wokot
osi OY krzywej o rownaniu

a) y = </xrorazy =3,

b) y=sinx, x € [0, g},
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¢c) y=Inz x € le, €%,
d) y=e" x €2 4],

3 oraz y = 3,

e) y==zx
) y=1,2€2 5
g) y=2a>—3orazy =5,

h) y=xorazy =,

i) y=sinz, z €0, 7],
i) y= (é)m, xrell, 3]
Pole powierzchni bryly obrotowej

Pole powierzchni bryty obrotowej powstatej przez ob-
rot tuku AB dookota osi ox obliczamy wedlug wzoru

b dy\?
S:27T/Gy 1+<daj> dx

przy zalozeniu, ze funkcja y = f(x) ma w przedziale
[a, b] ciagla pochodna.



clx ROZDZIAL 9: CALKI OZNACZONE

Przyktad 7. Oblicz pole powierzchni bryty powstatej w wyniku ob-
rotu wokot osi oz krzywej o réwnaniu y = (x — 1)3 w
przedziale [1, 2].

Rozwiazanie:
Zauwazmy, ze dla rozwazanej funkeji % =3(z —1)%

Rysunek 6: Interpretacja graficzna przyktadu 7



Zadanie 5.

clxi

Zatem pole powierzchni bryty obrotowej ograniczone;j
powierzchnia, ktéra powstaje, gdy tuk krzywej o row-
naniu y = (x — 1)3 obraca si¢ dookota osi oy w prze-
dziale [1, 2] wyraza si¢ wzorem

S—27T/ r—1)° \/1 3(x —1)2)%dx

S:27T/12(x— 1> 1+ 9(x — 1)* da

Calke liczymy przez podstawienie t = 1 + 9(x — 1)4,
stad dt = 36(x—1)3dx. Dolna granica calkowania jest
rowna 1, natomiast géorna wynosi 10. Otrzymujemy

S—W—/ 10\/_aft

t2 3710
S:7r118[3]1 et 8] 5 0V 1).

2

Oblicz pole powierzchni bryty obrotowe;j
a) y=+vzr+5 1€ (-5, 5],

b) y:%s,xe[(), 2],

¢) y=+4dr—22 €0, 3,

d) y=232€l0, 1],

e) y*=8x,xe€l0, 3]
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Przyktad 8.

ROZDZIAL 9: CALKI OZNACZONE

f) (z-2)2+y*>=16,z € [2, 4],
g) y=+v9-2% xel0 2,

h) y?=a2+4,2¢€]|0, 4],

i) y=2x x€ll, 4],

i) (w+3)2+y*=252€(-2 1]
Dlugosé tuku

Jezeli krzywa wyznaczona jest rownaniem postaci y =
f(z), przy czym funkcja f(z) ma w przedziale [a, 0]
ciagta pochodna, to dlugo$é¢ tuku w tym przedziale
wyraza si¢ wzorem

dy
L = / 1+ ( da:) dx
Oblicz dtugosé tuku krzywej o rownaniu
f(z) =2z + 5)2 w przedziale [4, §].

Rozwiazanie:

Dziedzin@ funkcji jest zbior [ g,
B = 3.2(2z+5)2 =32+ 5
Czyli dlugosc tuku krzywej o rownaniu
flx) = (2 + 5)2 w przedziale [4, 8] wynosi

L= ["\1+(3v2r15) do
L=/ 1190 +5) d

oo) . Zauwazmy, ze
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8
L= [ V182 +16 du
Calke liczymy przez podstawienie u = 18x + 46, stad
du = 18dx. Zamieniamy granice catkowania: dolna

granica jest rowna 118, a gorna 190. Otrzymujemy
190

1 ,190 1 u%
o VISR

L:;(Vwm—leHﬁ = 5- (190v/190 — 118v/118).

120 7

Rysunek 7: Interpretacja graficzna przyktadu 8
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Zadanie 6. Oblicz dtugos¢ tuku krzywej
a) y=2zx, x €[l 5,
b) y=-3x+1, x €[4, —1],
c) Y= (x+1)3 xel0 1],
d) 3y? =423 2 €[0,1],
e) y'=Q2x+3)° z€0, 2]
f) y=y(2z-13 z€]l, 2,
g) y=/(=3z+2)% z€[-2, 0]
h) y=ayz zel0, 4],
i) 8ly?=4a3 z €0, 1],

i) 16y* = 4923 z € [0, 2].
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Odpowiedzi

Zadanie 1.

a) 9—8v/2+41n 2, b) 32—-8v/5+4/5, ¢) 2 ((3641)

3
2

- (973

d) %(e”— ), e)In 183?, f) —1365156, g) 1n4134, h) 3 1 (e‘l — e~
i) eV’ —e¥3 j) =572 k) —tln 2, 1) ix >f5,n> 3,

)ln3—|—§, p) (ln(?)e +4) 1n(3e+4)) r) 0,
s) + (1—|—21n2—ln4), t) V2 — 4, u) In31.

Zadanie 2.

a) 1143, b) 9, ¢) 8, d) 16, ¢) 2eln2—1, ) 315 — 8In8, g)
2.h) Z,0) 2L 5y 302 k) 2, 1) 1, m) 41 n) =,
o)e—e ,p)f—ln\/ﬁ r)f s) 2 +1n3—21n2 t)
u) 4%/2172 9

T
40

Zadanie 3.
a) 182w, b) 2m, ¢) 8, d) 243w, e) 111w, f) 257, g) 36m,

h) 10:%77 1) 7; 3 T

Zadanie 4. ,
a) 9435 b or, c) £BeNr, d) *(3¢? — 1), ¢) 2,
f) 6w, g) 8, h) 4T57T 1) 212, J) 57 (3 + ln3)

Zadanie 5.
a) WALy ) WITLr o) 197, d) 10V10=1r e) 560327 f)

3
327, g) 127, h) 3‘/?? 17T, i) 30v/572, j) 307r.

Zadanie 6.

a) 4v/5, b) 3v/10, ¢) SVIL2VE 4y 14 o) HOTVT)

)

w
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f) 28\F 10\F g) 4061/406—1631/163 h) 13f 8
) 729 )
i) 2o\ﬁ 54 ) 473v/946—256
] 2646

)

Matematykiem jest ten, dla kogo wzor:

_|_
/ T e dy = Nz
—00
jest tak oczywisty, jak dla innych dwa razy dwa réwna si¢
cztery.

Thomson Wiliam Kelvin



Rozdzial 10: Podstawowe
rownania rozniczkowe

clxvii
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Ro6wnania rézniczkowe

Rownaniem rézniczkowym zwyczajnym rzedu pierwszego
nazywamy roéownanie postaci

F(z,y, y)=0,

gdzie y/ wystepuje istotnie, pozostale argumenty, tzn. x i
y moga wystepowaé, ale nie musza.

Rozwigzaniem (caltka) rownania rozniczkowego nazywamy
kazda funkcje rozniczkowalng y = ¢(x), ktora spetnia dane
rownanie dla kazdej wartosci x z pewnego przedziatu.

Rownaniem rézniczkowym o zmiennych
rozdzielonych
nazywamy rownanie rézniczkowe postaci

dy
de
Jezeli funkcja g(y) # 0, to rownanie o zmiennych roz-

dzielonych mozna zapisa¢ w postaci % = f(x)dz i obu-

p(y)q(z).

stronnie catkujac otrzymujemy caltke ogolng (rozwiazanie)
rownania rézniczkowego

dy_ X )ax
/f(y)—/f()d-
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Przyktad 1. Rozwiaza¢ rownanie vy + y?sinz = 3z%y>.

Rozwiazanie:

Aby rozwiazaé¢ to réownanie przyjmijmy, ze y = 0.
Wtedy lewa i prawa strona rownania sa réwniez rowne
zero i wtedy y = 0 jest jednym z mozliwych rozwiazan
tego rOwnania.

Zatozmy, ze y # 0. Obie strony réwnania dzielimy
przez y?. Mamy wtedy

1 . dy : 9.2
dw+smx—3x

y2

odejmujemy obustronnie sin
%-@:3x2—sinx

y? dr

mnozymy przez dx
y%dy = (3:1:2 — sin :1:) dx
catkujemy obustronnie

/;dy = / (3x2 — sin x) dx

obliczamy catki

%:x3+cosa:+c
—1

y= z3+cosz+c’

Odpowiedz:

Rozwigzaniem szczegdlnym roéwnania

y +1y?sinz = 322y

jest y = 0. Gdy y # 0, to rozwiazaniem ogdlnym jest

-l -
Y = 5reasarer 8dzie ¢ oznacza dowolng staly.
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Zadanie 1. Rozwiaz rownanie rézniczkowe o zmiennych rozdzielo-

nych

a) xy —y=0, b) yy +x=0,
c) 2?dy+ (y—2)dx =0, d) 2%y +y =0,
e) w+ay+y(y+ay) =0, £y =y,

9) 2ya’dy = (1+ 2°)dx, h) 29T =y,
i)y =2y + 1ctgr, j) 2%y +y* =0,
k) oy (2? —4) = 2y, ) y +ytgr =0,
m) (¢ + )y =2y + 1, n) ya? =2y,

/

0) 4y +10x —8=a>+2>—zy, p) y':2\/§1nx,
r) oy +1=22%+522 - 2z, s) yel =2z —vy,

t) xy +16 =22 — 4y, u) 2yy +x=vy +1,
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Ro6wnaniem rézniczkowym jednorodnym
nazywamy réownanie roézniczkowe postaci

dy_ <y>

dx x
Roéwnanie rozniczkowe tego typu rozwiazujemy przez
podstawienie u = £.

Stad y = ux oraz % = u—l—x%‘.
Roéwnanie wyjsciowe przyjmuje wtedy postaé
du
u+r—-— = flu).
= fw

Zaktadajac, ze x # 0 oraz f(u) —u # 0 otrzymujemy
roOwnanie o zmiennych rozdzielonych
du  dx
flw)—u  x
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Przyktad 2. Rozwiaza¢ rownanie zy = 2z + y.

Rozwiazanie:

Zaktadamy, ze x # 0 i obie strony rownania dzielimy
przez x

a:y/ =2x+y

y =2+ g
=z}
Podstawiamy u =
Stad y = uz, %
u+ a:% =2+u
:1:% =2

Mnozymy przez dx i dzielimy przez x
du = %d:r:

obustronnie catkujemy

[du=[ %dx

u=2In|z|+Inc

]k

=u-+ x%. Wracamy do rownania

korzystamy z wtasnosci logarytmow
u = In cz?

podstawiamy u

Y = In ca?

x

y = xInzc.

Odpowiedz:
Rozwiazaniem ogélnym réwnania jest y = x In 2%c.
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Zadanie 2. Rozwiaz rownanie rézniczkowe jednorodne

a) zyy =27+ b) yy =2y—=z,
c) xy/cos%:ycos%—x, d) y/:%—i,
e) z=y(l+InY), f) =y = > +ay,
9) xy +2/Ty =Y, h ¥ =% -2
i) Pty =ayy, j) Y =G

k) 3y +3xy + 2¥)de = (22 + 2xy)dy, 1) y =er +4

m) y sin Y cos? —ysin¥ cos? =, n) eQ?y(q;y' — ) =,
0) ay —y*=ava?— 2 p) wy =y+ctgl,
) (y—22)y +2y =0, s) ay =2yl

t)  (4y — x)y' =y + 2z, w) dryy = 2% + 2%
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Ro6wnanie rézniczkowe typu

dy
%—f(aas+by+c)

gdzie a # 0, b # 0, f(x) jest funkcja ciagta.

Tego typu réwnanie rozwiazujemy przez podstawienie
wprowadzajac nowa zmienng zalezng (funkcje) u(z)
dang zwigzkiem u(x) = ax + by + ¢, gdzie y uwazamy
za funkcje zmiennej x.

Roézniczkujemy

M —q+b%. Stad ¥ =1.du _a

Nastepnie przy zalozeniu, ze bf(u) + a # 0 badamy
rOwnanie g—z = m, czyli, po wymnozeniu przez du,

rownanie dr = 3% —. Jest to rownanie o zmiennych
bf(u)+a

rozdzielonych i jego rozwiazanie ma postac

du
[fwra= /4
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Przyktad 3. Rozwiaza¢ rownanie y = m — 2.

Rozwiazanie:

. . , . o 3 .
W celu rozwigzania rownania y = Bty 2
wykonujemy podstawienie

u:2x+y—1,ast@d%:2+%.

o dy _ du _
Nast¢pnie 2 = 78 — 2.
Wracamy do réwnania
du __ 3 _

dx ut
du __ 3
dx _‘ ut )
mnozymy przez dz i przez u
utdu = 3dx
obustronnie catkujemy
futdu = 3 [dx

5
= =3r+c

u=+3xr+c
podstawiamy u

20 +y—1=+/3x+c
y=+v3r+c—2x+1

Odpowiedz:
Rozwigzaniem ogdélnym rownania jest

y=+v3xr+c—2zx+1.
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Zadanie 3. Rozwiaz réwnanie rozniczkowe typu

y = flaz+by+c)

a) y=@+y+1)?-20-2y—-2, b (z+y)y =1,

c) y/:x—iy—l—x—ky-l—l, d) y =Bz+y+2)?
) y=(@+y’-1, )y =ghp— L

g) v+2y+1+2x+4y+3)=0, h) y/:m—l,
i)y =tg(2r +y+3) -2 7)Y = hay b
k) y =sin’(—x+y+3), ) v =9z +y—3)2
m) y =Tr+2y— 1, n) y =2z + 3y + 5,

0) y =—(r+2y+3)>+ P p) y = (—x+2y+5)

T 2x43y—T 2
=e Y — 5

T) y/:4(ml_y>+x—y+2, s) vy

/

t) y =tg(—2r+y+4)+2 w) y = et 41,
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Ro6wnaniem rézniczkowym niejednorodnym
nazywamy rownanie typu

L ———

dx
Rownanie tego typu rozwiazujemy metoda uzmiennia-
nia statej. W tym celu rozwiazujemy najpierw rowna-
nie jednorodne

dy

ol —0
dx+M@y :

przyjmujac ze ¢(x) = 0. Rozwigzaniem tego rownania
jest y = ce P®) Nastepnie stala ¢ uzmienniamy, tzn.
zastepujemy funkcja c(x) tak dobrang, aby funkcja
y = c(x)e @ byla calka réwnania niejednorodnego.
Obliczamy pochodna

dy _dc _p P [ AP(z)
T = g + c(x)e B

Podstawiamy rozwiazanie réwnania jednorodnego i po-
chodna do réwnania niejednorodnego. Mamy

e i1y, P00 )

dx dx dx
a po redukcji

d

e = g(w)

czyli % = g(2)e@ astad c(z) = Q(x) + ¢, gdzie
Q(x) = /q(w)ep(m)dac. Wyrazenie ¢(x) podstwiamy
do rozwiazania rownania jednorodnego i otrzymujemy

Y= Q@)e "+ cie P,
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Przyktad 4. Rozwiaz rownanie y + y = cos z.

Jest to rownanie niejednorodne. Rozwiazujemy naj-
pierw rownanie jednorodne y + y = 0 otrzymujac
dy
o
Przyjmujemy zalozenie, ze y # 0 i dzielimy obustron-
nie przez y. Stad

_y.

% = —dz. Catkujemy obustronnie i mamy
[ % = —dz, co implikuje

y
y = ce”". Jest to rozwigzanie rownania jednorodnego.

Uzmienniamy stala ¢ przyjmujac, ze c jest funkcja z,
czyli
y = c(x)e™". Stad po zrozniczkowaniu

dy _ dec,—x _ —

o= e c(r)e ™. ,

Wstawiamy to do rownania y + y = cos x. Zatem

dc ,—x —x - __ ;
e —c(r)e™ + c(r)e™ = cosx. Po uproszczeniu

dc = cos xe*dz. Catkujemy obustronnie i mamy

/dc = /cos xeldx.

Catke 7z prawej strony rownania liczymy przez czesci,

tzn.
U = COS T dv = e*dx
du= —sinx v =-c¢"

Stosujemy wzor na catkowanie przez czesci i otrzymu-

jemy

Jcosxetdr = e"cosx + [e’sinxdx. Calke, ktora
otrzymalismy liczyny ponownie przez czesci. Stad
u=sinz dv = e*dx

du=cosx v =2¢"
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Jetcosxdr = ePcosx + e’ sinx — [ e’ cosxdr.
Przenosimy na jedna strone i wtedy

2 [e"cosxdr = e* cosx + e’ sinx 1 po podzieleniu
1

J e cosxdr = 5 (" cosx + e"sinx) + c.

Wracamy do [dc = [cosxe®dz i otrzymujemy

c(z) = 4 (e"cosz+e"sinx) + ¢;. Nastepnie ()

wstawiamy do rowigzania rownania jednorodnego i

1
y=5 (cosz +sinx) + cre””.



clxxx
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Zadanie 4. Rozwiaz rownanie rézniczkowe niejednorodne

a)
c)
)
9)
i)

k)

"3y _
y_?_xa

!/ . .
Yy cosx — ysinx = sin 2x,

! __ ctgzx
y —yctgr = sina?

y =y+e,
y + 4y = 3e™,

y + vy =3cost,

m) y — ay = 5z,

0)
r)
t)

y — ytgr = ctgr,

iZ?2

Y + 2oy = xe ",

4 20y 2
Yy _1+x2_]‘+x’

b) ¥+ =

d) y + ytgr = sin 2,

f) xy/ —y =22,

h) 6y —y = e,
7)) y + 3y =222+ 3z — 4,

" 3y+222
l) Yy = 2 )

n) y —4=xrhuz,

p) y +ycosz = sin 2z,

S) y/ + 1;22l‘y = 1,

/ .
u) Yy +ycosx = sinxcosz.
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Odpowiedzi

Zadanie 1.

a)y=cx,b)a2+yt=c, c)y=cer +2 d)y=ces,
¢) xty=(z+1)(y+1)lne ) y=ce’ g) y’ ==,
h)y = ceV® i)y =imz=t ) lylick)y=c(a2—4),

2

2 <z
)y =ccosx, m)y = ST 5.0) Yy =ce s,

3 2
o)y:“%—l—?’;—|—2x+c,p)\/§:xlnx—x+§,
r)y:%—FxQ—x—l;c, s)y:—m,t)y:%—@:—l—c,
Wy —y=z—%5+c
Zadanie 2. ”

a) y? =222 Inlcz|, b) y = = + cevs,
c¢)sin? 4+ 1In x| = c, d) 2 = 272 lnf e) y = xe®

)y =8 yE=mlg, )y—2x+w3(y+x)c,

1) y=cet, j) y= (2" +y7)e k) (z+y)* =2l e,

1) y = ccosz, m) sin’ y 2Infcz|, n) y = §In(21n(cx)),
0) VaZ—y? =zln p)y = xarccosf, )y =ce v, s)
y=cxe® 2 t)y =+ (2 ) Y2 =2(c— ).
Zadanie 3.

)y—x—x%rc,b)y—cey—x—l
c)x+y+1+ln|x+y—|—1|—x—|—c

d) y = V3tg(V3z+¢) =3z —2,¢) y = —2 — -,
f)y=v12r+c g (x+2y+ 172 +2y=2—1+c¢,

h) y = arcsin(z 4+ ¢) — x + 2, i) y = arcsine™ ¢ — 2z — 3,
@+y+)n(z+y+1)—y=20+c+1,

k)y = :c+arctg(—:c+c) 3,1) y =3tg(9z +¢c) — 9z +

3,
>y_ <2x+c 14x_5))n)y:9(3z+c_2) Q.I %
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[2z4+4y+1] _ 24xte V2(—24+2y+5)—1] _  9/2z4c¢
O> [2e+4y+7] € ) p> |1f( x+2y+5)+1| =€ !
r ln(2x—2y+1)+m— 2T + ¢,

n
 ~—

1
4
y = 3In|—3z+c|—3z+1, t) y = 2z+arcsin (e 1) —4,
y:—x—ln|—x+c\

u)

Zadanie 4.
2 3 c—e“l”2 c—cos 2x
a) y=—a" +cxv, b> Y= "2 C> 2cosx
_ 2 _
d) y = —2cos®x +c cosw, e) y = —— +c sinz,

f)y=ae"+cx,g)y=e" T h)y= =% + ceb,
i)y =teM +ce ) y:%(18x +15x—41)+ce* ’
3,2 8

k)y =3 (smx+cosx)+ce )y =32 —gsr:——+ce2x

m)y=—5+ce”, n)y =22(Inz — 1) + cz,

0) 1+ IH(CZ;iQ), p)y = 2(sinx — 1) + ce” S
( —|—c>ex2 s)y=a*(1+ce” x12),

(x4 c) (22 +1),u) y =sinz + ce 5% — 1,

=

y
)y
t)y =

)
Oprocz matematyki nie istnieje zadna niezawodna wiedza
z wyjatkiem tej, ktora wywodzi sie z matematyki.

Robert Rekord



Przykladowe kolokwia
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Kolokwium 1

Zad 1) Korzystajac z definicji obliczy¢ pochodna funkeji
f(ﬂf) = CCQl—I—l'

Zad 2) Obliczy¢ granice xgr_noo (m (ei — 1>>

Zad 3) Wyznaczy¢ parametry a i b tak, aby funkcja

ar+1 dla z < . .
flx) = { sinz+b da 1z byta ciagta w punkcie

ST RN

Zad 4) Wyznaczy¢ punkty przegiecia i wypuklosé funkeji
f(x) =1+ 2% e

_ 2z*4a341
- r3—1

Zad 5) Wyznaczy¢ asymptoty funkeji f(x)

Zad 6) Znalez¢ ekstremum funkcji f(z) = x%e2.

4o + 1)3352

Zad 8) Obliczy¢ granice lim ( y—
Zad 9) Wyznaczy¢ punkty przeciecia z osiami wykresu

vVr+4-5
2243

funkcji y =

Zad 10) Ktore wyrazy ciagu o wyrazie ogdlnym
— Vn+4-5

n2+3

, sa nieujemne?
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Kolokwium 2

3
Zad 1) Oblicz /2 (122 — 10) sin(—3x* + 5z — 7)dz.
Zad 2) Oblicz /\/:1: +1-In(z + 1)dz.

Zad 3) Oblicz /(x + 2)Va? + 4x + Sdx.

dx
3+ 222+ 1

—x 1 2
Zad 5) Oblicz [ ¢* (1 + e(‘”ﬂ) d.

Zad 4) Oblicz |

X

Zad 6) Oblicz pole obszaru ograniczonego krzywymi
y=-e% y=e oraz y = /e

T

Zad 7) Rozwiaz rownanie 22y (y + 1) = 322 4 22 4 4.
Zad 8) Rozwiaz rownanie y + 2y = 4.

Zad 9) Oblicz objetos¢ bryty powstalej w wyniku obrotu
wokol osi ox krzywej o rownaniu f(z) = 223 — 922 — 60x
w przedziale [0, 8].

Zad 10) Oblicz pole powierzchni bryly powstalej w wyniku
obrotu wykresu funkeji o réwnaniu y? = x —3 w przedziale
3, 6].
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)
Matematyk naprawde dobrze zna jakies pojecie, gdy
zapomni jego definicje, a mimo to umie je stosowac.

Roman Sikorski
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