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Od autora

W dzisiejszych czasach coraz wiȩcej osób zaczyna dbać o
dobra̧ kondycjȩ i pracuje nad swoim ciałem. Ludzie kupuja̧
różnorakie sprzȩty lub karnety na siłowniȩ i w trudzie da̧ża̧
do idealnego wygla̧du. W tym całym zabieganiu zapomi-
naja̧ o najważniejszym i najszlachetniejszym "miȩśniu- o
mózgu.
Oto masz przed soba̧ ciȩżarek o wadze 756KB, który choć
nie aż tak wielki, czȩsto używany przyniesie zadowalaja̧ce
efekty. Nie zapominaj o regularnym powtarzaniu wszyst-
kich ćwiczeń. Nie martw siȩ, drogi Czytelniku, nie naba-
wisz siȩ zakwasów od tego rodzaju wysiłku.
Zbiór zadań zawiera materiały pomocne w opanowaniu
problematyki omawianej na ćwiczeniach z matematyki na
poziomie podstawowym A1.
Zadania zostały przygotowane z myśla̧ o studentach Uni-
wersytetu Przyrodniczego w Poznaniu. Z tego powodu za-
warte zostały zadania pomagaja̧ce w opanowaniu zagad-
nień omawianych na zajȩciach, ale również przykładowe
zestawy zadań, które pojawiaja̧ siȩ na kolokwiach, co po-
zwala zapoznać siȩ z rodzajami i stopniem trudności za-
dań.
Materiał zawarty w tej ksia̧żce obejmuje zagadnienia ana-
lizy matematycznej: cia̧gi, szeregi, funkcjȩ i jej własności,
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pochodna̧ funkcji i niektóre jej zastosowania. Kolejne te-
maty to całki nieoznaczone i oznaczone oraz ich zastoso-
wanie. Ostatnim elementem sa̧ podstawowe typy równań
różniczkowych.
Omówione zostały przykładowe zadania. Oprócz tego,
każdy rozdział zawiera odpowiedzi do wszystkich zadań.
Mam nadziejȩ, że dowcipy i powiedzonka o matematyce
umila̧ rozwia̧zywanie zadań.

Uprzejmie proszȩ o przekazywanie uwag na adres:
points2015@gmail.com.

Życzȩ Państwu miłej lektury.

:)
Temu, kto nie zna matematyki, trudno spostrzec głȩbokie
piȩkno przyrody.

R. Feynman



Rozdział 1: Cia̧gi, szeregi
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viii ROZDZIAŁ 1: CIA̧GI, SZEREGI

Przykład 1. Podaj wzór na wyraz ogólny cia̧gu o elementach
a1 = −1, a2 = 1, a3 = −2, a4 = 6, a5 = −24,
a6 = 120, ....

Rozwia̧zanie:
Zauważmy, że
a1 = (−1)1, a2 = (−1)2, a3 = (−1)3 · 2,
a4 = (−1)4 · 2 · 3, a5 = (−1)5 · 2 · 3 · 4,
a6 = (−1)5 · 2 · 3 · 4 · 5, ..., czyli an = (−1)n · (n− 1)!

Zadanie 1. Naszkicuj wykres cia̧gu i podaj wzór na jego wyraz
ogólny, o ile to jest możliwe.

a) cia̧gu liczb parzystych,

b) cia̧gu odwrotności liczb nieparzystych,

c) cia̧gu stałego o wyrazach równych -4,

d) cia̧gu kwadratów kolejnych liczb naturalnych,

e) cia̧gu o elementach 2, 9, 20, 35, ...,,

f) cia̧gu o wyrazach 1
3 ,

2
3 ,

3
3 , ...,

g) cia̧gu odwrotności kolejnych potȩg trójki,

h) cia̧gu kolejnych potȩg liczby −1,

i) cia̧gu o elementach 2, 5, 10, 17, 26, 37, ...,



ix

j) cia̧gu o elementach 3, −9, 27, −81, 243, ...,

k) cia̧gu kolejnych liczb pierwszych,

l) cia̧gu o elementach −4, 5, 20, 35, ...,

m) cia̧gu o elementach 1
2 ,

2
4 ,

3
8 ,

4
16 , ...,

n) cia̧gu o elementach 1
2 ,

3
4 ,

5
6 , ,

o) cia̧gu o elementach równych odwrotnościom
kwadratów kolejnych liczb nieparzystych,

p) cia̧gu pierwiastków z liczb naturalnych,

r) cia̧gu o elementach, które sa̧ pierwiastkami rów-
nania

sinx = 0 w przedziale [0, ∞),
s) cia̧gu o elementach, które sa̧ pierwiastkami rów-
nania

cosx = −1 w przedziale [0, ∞),
t) cia̧gu odwrotności kolejnych potȩg liczby 7,

u) cia̧gu odwrotności kolejnych liczb naturalnych.

Przykład 2. Oblicz sześć pierwszych wyrazów cia̧gu o wyrazie ogól-
nym an = −2n sin

(
nπ
4

)
.

Rozwia̧zanie:
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Podstawiaja̧c za n kolejne liczby naturalne otrzymu-
jemy:
a1 = −2 sin π

4 = −2
√

2
2 = −

√
2,

a2 = −4 sin π
2 = −4 · 1 = −4,

a3 = −8 sin 3π
4 = −8

√
2

2 = −4
√

2,
a4 = −16 sinπ = −16 · 0 = 0,
a5 = −32 sin 5π

4 = −32
(
−
√

2
2

)
= 16

√
2,

a6 = −64 sin 6π
4 = −64 · (−1) = 64.

Zadanie 2. Wyznacz wyrazy od pierwszego do szóstego cia̧gów o
podanych wyrazach ogólnych

a) an = 1
2n+1 , bn = 1

2n+1 ,

b) an =
(
−1

2

)n, bn = (−1)n

2n ,

c) an = sin( (n−1)π
2 ), bn = n− 1,

d) an = 2n−1 + 3, bn = 1
2

(
n2 − n+ 8

)
,

e) an = 3n−1 + 1, bn = 1
2

(
n2 + n+ 2

)
.

Przykład 3. Podaj, które wyrazy cia̧gu {an} o wyrazie ogólnym
an =

√
8n+19−

√
n2−1

ln(n+1) sa̧ nieujemne.

Rozwia̧zanie:
Wyrazy cia̧gu sa̧ nieujemne, gdy an ≥ 0.
Sta̧d

√
8n+19−

√
n2−1

ln(n+1) ≥ 0.
Dla n ≥ 1 wyrażenie w mianowniku jest zawsze do-
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datnie, zatem
√

8n+ 19 ≥
√
n2 − 1.

Podnosimy obustronnie do kwadratu i otrzymujemy
−n2 + 8n+ 20 ≥ 0. Ostatecznie, n ∈ {1, 2, ..., 10}.

Zadanie 3. Podaj, które wyrazy cia̧gu o podanym wyrazie ogól-
nym maja̧ określona̧ własność

a) wyrazy sa̧ dodatnie, jeżeli an = (−1)n,

b) wyrazy sa̧ równe zero, jeżeli an = n2−4n+1
2n2+1 ,

c) wyrazy sa̧ równe zero, jeżeli an = n2(n− 3),

d) wyrazy sa̧ nieujemne, jeżeli an = 50 + 5n− n2,

e) wyrazy sa̧ ujemne, jeżeli an = n2 − 5n− 10,

f) wyrazy sa̧ ujemne, jeżeli an = 3n2 + 10n+ 8,

g) wyrazy sa̧ równe zero, jeżeli an =
√
n2+2−

√
n+4

n2+n+2 ,

h) wyrazy sa̧ równe zero, jeżeli an = n2−n−2√
n2+1+1

,

i) wyrazy sa̧ niedodatnie, jeżeli an = (−1)n lnn,

j) wyrazy sa̧ niedodatnie, jeżeli an =
√
n+4−n
n2+1 .
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Monotoniczność cia̧gu

Cia̧g jest rosna̧cy, gdy dla każdego n ∈ N mamy an+1−
an > 0.

Przykład 4. Dla jakiego parametru p cia̧g {an} wyrazie ogólnym
an = 2

3 ln(n+ 1)− 4 jest rosna̧cy?

Rozwia̧zanie:
Aby sprawdzić czy dany cia̧g jest rosna̧cy musimy ob-
liczyć an+1 = 2

3 ln(n+ 2)− 4. Nastȩpnie
an+1 − an = 2

3 ln(n+ 2)− 4− 2
3 ln(n+ 1) + 4.

Korzystaja̧c z własności logarytmów
an+1 − an = 2

3 ln n+2
n+1 > 0.

Funkcja logarytmiczna przyjmuje wartości dodatnie,
jeżeli liczba logarytmowana jest wiȩksza od jedynki,
czyli n+2

n+1 > 1. Nierówność ta jest prawdziwa dla każ-
dego n ∈ N. Zatem an+1 − an > 0 i cia̧g jest rosna̧cy.

Zadanie 4. Dla jakiego parametru p cia̧gu (an) ma określona̧ wła-
sność

a) jest rosna̧cy, jeżeli an = np+ 1,

b) jest stały, jeżeli an = n2p,

c) maleja̧cy, jeżeli an = n2 − np,

d) jest rosna̧cy, jeżeli an = pn
n+1 ,
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e) jest arytmetyczny, jeżeli an = 6n+ p− 2,

f) jest arytmetyczny, jeżeli an = 2n−5+p
3 ,

g) arytmetyczny, jeżeli an =
√

2p(n+ 1),

h) Suma trzech liczb tworza̧cych cia̧g arytmetyczny
jest równa 24, a suma kwadratów tych liczb jest równa
210. Wyznacz ten cia̧g.

i) Dla jakiej wartości parametru p liczby x2 + 2x,
x2 + 2x− 1, 5x+ 8 tworza̧ cia̧g arytmetyczny?

j) Liczby x, y, z tworza̧ cia̧g geometryczny, zaś liczby
x−1, y+5, z+9 tworza̧ cia̧g arytmetyczny. Wyznacz
te liczby, jeżeli x+ y + +z = 21.

Przykład 5. Oblicz granicȩ cia̧gu o wyrazie ogólnym an =
√

2n2+5n−
√
n2+2n

7n .

Rozwia̧zanie:

lim
n→∞ an = lim

n→∞

√
2n2 + 5n−

√
n2 + 2n

7n

Przekształcamy to wyrażenie korzystaja̧c z podsta-
wowego wzoru algebry elementarnej a − b = a2−b2

a+b .
Mnoża̧c licznik i mianownik ułamka przez wyrażenie,
które znajduje siȩ w liczniku ze znakiem "+ótrzymu-
jemy
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lim
n→∞

(√
2n2 + 5n−

√
n2 + 2n

) (√
2n2 + 5n+

√
n2 + 2n

)
7n

(√
2n2 + 5n+

√
n2 + 2n

) =

lim
n→∞

2n2 + 5n− (n2 + 3n)

7n
(√

2n2 + 5n+
√
n2 + 2n

) =

lim
n→∞

n2 + 3n

7n
(√

2n2 + 5n+
√
n2 + 2n

) =

lim
n→∞

n+ 3

7
(√

2n2 + 5n+
√
n2 + 2n

)
Stopień wyrażenia w mianowniku jest równy 1, za-
tem licznik i mianownik dzielimy przez n pamiȩtaja̧c
o tym, że, aby podzielić pierwiastek kwadratowy przez
n, należy wyrażenie podpierwiastkowe podzielić przez
n2.

1

7
lim
n→∞

n
n + 3

n(√
2n

2

n2 + 5 n
n2 +

√
n2

n2 + 2 n
n2

) =

1

7
lim
n→∞

1 + 3
n√

2 + 5
n +

√
1 + 2

n

.

Ponieważ lim
n→∞

1

n
= 0, wiȩc otrzymujemy ostatecznie

lim
n→∞

√
2n2 + 5n−

√
n2 + 2n

7n
=

1

7(
√

2 + 1)
=

√
2− 1

7
.
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Zadanie 5. Oblicz granicȩ cia̧gu o wyrazie ogólnym

a) an =
√
n2 + 1− n, b) an = n+1√

n
,

c) an =
√
n2 + 3n+ 1−

√
n2 − 3, d) an = 3n3+7n2−1

n+2 ,

e) an = (n−3)(1−n2)
2n(n−2) , f) an = 2n2+7√

3n2−9
,

g) an =
√
n2+2−

√
n2−1

3n , h) an = 3n2+7
4n3+5n−1 ,

i) an = (2−n)(n2+1)
(7n+1)(n+2) , j) an =

√
3n2+4−1
2n−1 ,

k) an =
√
n+ 2− n, l) an = 5n+1√

5n2+2
,

m) an =
√
n2 − 3n+ 1−

√
n2 + 1, n) an =

√
2n+1√
n3+1

,

o) an =
√
n2−4n+1−

√
n2+1

3n , p) an =
(

n
n+1

)3n
,

r) an =
(
1− 5

n

)2n
, s) an =

(
n+3
n−1

)0,5n
,

t) an =
(
1− 11

3n

)−7n
, u) an =

(
1+3n
3n+2

)n2
.

Przykład 6. Wyznacz sumȩ szeregu 4
7 + 8

21 + 16
63 + ....

Rozwia̧zanie:
Zauważmy, że podany szereg jest to suma wyrazów,
które tworza̧ cia̧g geometryczny o wyrazie pierwszym
równym a1 = 4

7 oraz ilorazie q = 2
3 . Warunkiem
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zbieżności takiego szeregu jest, aby |q| < 1. Tutaj
q = 2

3 < 1, wiȩc możemy zastosować wzór S = a1
1−q .

Czyli S =
4
7

1− 2
3

= 12
7 .

Zadanie 6. Zbadaj, czy szereg jest zbieżny. Jeśli tak, to znajdź
jego sumȩ.

a) 15 + 5 + 5
3 + 5

9 + ...,

b) 0, 2 + 0, 02 + 0, 002 + ...,

c) 2 + 3 + 9
2 + ...,

d) 9 + 3
√

3 + 3 +
√

3 + ...,

e) 6π + 2π + 2
3π + ...,

f) 1 + 1
3 + 1

9 + 1
27 + ...,

g) 1
5 + 1

15 + 1
45 + ...,

h) 2
3 + 3

4 + 4
5 + ...,

i) 1 +
√

3
3 + 1

3 +
√

3
9 + ...,

j) 5 + 15
2 + 45

4 + ....
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Zbieżność szeregów

Przy badaniu zbieżności szeregu korzystamy z wnios-
ków wynikaja̧cego z kryterium d’Alemberta zbieżności
szeregów:

Jeżeli w szeregu ∑∞
n=1 an o wyrazach dodatnich

lim
n→∞

an+1

an
< 1, to szereg ten jest zbieżny.

Jeżeli w szeregu ∑∞
n=1 an o wyrazach dodatnich

lim
n→∞

an+1

an
> 1, to szereg ten jest rozbieżny.

Jeżeli w szeregu ∑∞
n=1 an o wyrazach dodatnich

lim
n→∞

an+1

an
= 1, to przypadek jest wa̧tpliwy i należy

stosować inne kryteria.

Przykład 7. Zbadaj, czy podany szereg ∑∞n=1
(3n)!
nn jest zbieżny.

Rozwia̧zanie:
W celu zbadania zbieżności podanego szeregu korzy-
stamy z wniosków wynikaja̧cych z kryterium
d’Alemberta zbieżności szeregów. Po podstawieniu
otrzymujemy

lim
n→∞

an+1

an
=

lim
n→∞

(3n+ 3)!

(n+ 1)n+1
· nn

(3n)!
=
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lim
n→∞

(3n)!(3n+ 1)(3n+ 2)3(n+ 1)nn

(n+ 1)n(n+ 1)(3n)!
=

3 lim
n→∞(3n+ 1)(3n+ 2)

(
n

n+ 1

)n
=

3 lim
n→∞(3n+ 1)(3n+ 2)

(
n+ 1

n

)−n

Ponieważ lim
n→∞

(
n+ 1

n

)an
= ea, a 6= 0, wiȩc

3

e
lim
n→∞(9n2 + 9n+ 2) =∞.

Czyli szereg jest rozbieżny.
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Zadanie 7. Zbadaj zbieżność podanych szeregów.

a)
∑∞
n=1

n!
n+3 , b)

∑∞
n=1

n5

4n ,

c)
∑∞
n=1

(3n)!
2n , d)

∑∞
n=1

n!
nn ,

e)
∑∞
n=1

n4

7n , f)
∑∞
n=1

3n

n! ,

g)
∑∞
n=1

99n

2n! , h)
∑∞
n=1

(
3
n

)n
,

i)
∑∞
n=1

(
2
n

)2n
, j)

∑∞
n=1 (3n+ 1)

n
3 ,

k)
∑∞
n=1

(
n2−4
n+1

)n
2
, l)

∑∞
n=1

(
2n+3
n3+1

)2n
,

m)
∑∞
n=1

(
n+3
2n−7

)5n
, n)

∑∞
n=1

(
2n+3
3n+7

)n
3 ,

o)
∑∞
n=1

(
n2−5
3n+7

)4n
, p)

∑∞
n=1

(
3n+2
n+7

)n
4 ,

r)
∑∞
n=1

n1313n

17n , s)
∑∞
n=1

n3025n

30n ,

t)
∑∞
n=1

(
5
9

)n+2
, u)

∑∞
n=1

(
7
5

)n+1
.

Przykład 8. Jaka̧ wartość liczbowa̧ przedstawia ułamek 2, (43)?

Rozwia̧zanie:
Przedstawiamy dany ułamek w postaci sumy
2, (43) = 2 + (0, 43 + 0, 0043 + 0, 000043 + ...)
Wyrażenie w nawiasie jest szeregiem geometrycznym
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∑n
i=1

43
100n o wyrazie pierwszym a1 = 43

100 i ilorazie q =
1

100 . Ze wzoru na sumȩ szeregu geometrycznego S =∑n
i=1 an = a1

1−q otrzymujemy, że suma̧ tego szeregu jest
0,43

1−0,01 = 43
99 = 43

99 . Sta̧d
2, (43) = 2 + 43

99 = 243
99 .

Zadanie 8. Jaka̧ wartość liczbowa̧ przedstawiaja̧ poniższe ułamki?

a) 0, (37),

b) 0, (33),

c) 2, (16),

d) 3, (43),

e) 2, 3(97),

f) 4, 5(38),

g) 0, 3(299),

h) 0, 5(314),

i) 2, 47(33),

j) 8, 59(47).
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Odpowiedzi

Zadanie 1.
a) an = 2n, b) an = 1

2n−1 , c) an = −4, d) an = n2,
e) an = (n + 1)(2n − 1), f) an = n

3 , g) an = 1
3n , h)

an = (−1)n, i) an = n2 + 2, j) an = (−1)n+13n, k)
2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, ..., l) an =?, m) an = n

2n , n)
an = 2n−1

2n , o) an = 1
(2n−1)2 , p) an =

√
n, r) an = nπ, s)

an = 3nπ
2 , t) an = 1

7n , u) an = 1
n .

Zadanie 2.
a)
a1 = 1

3 , a2 = 1
5 , a3 = 1

9 , a4 = 1
17 , a5 = 1

33 , a6 = 1
65 ,

b1 = 1
3 , b2 = 1

5 , b3 = 1
7 , b4 = 1

9 , b5 = 1
11 , b6 = 1

13 ,

b)
a1 = −1

2 , a2 = 1
4 , a3 = −1

8 , a4 = 1
16 , a5 = −1

32 , a6 = 1
64 ,

b1 = −1
2 , b2 = 1

4 , b3 = −1
6 , b4 = 1

8 , b5 = −1
10 , b6 = 1

12 ,

c)
a1 = 0, a2 = 1, a3 = 0, a4 = −1, a5 = 0, a6 = 1,
b1 = 0, b2 = 1, b3 = 2, b4 = 3, b5 = 4, b6 = 5,

d)
a1 = 4, a2 = 5, a3 = 7, a4 = 11, a5 = 19, a6 = 35,
b1 = 4, b2 = 5, b3 = 7, b4 = 10, b5 = 14, b6 = 19,
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e)
a1 = 2, a2 = 4, a3 = 10, a4 = 28, a5 = 82, a6 = 244,
b1 = 2, b2 = 4, b3 = 7, b4 = 11, b5 = 16, b6 = 22.

Zadanie 3.
a) wyrazy parzyste, b) brak rozwia̧zań, c) wyraz a3,
d) wyrazy a1 − a10, e) wyrazy a1 − a6, f) brak rozwia̧zań,
g) wyraz a2, h) wyraz a2, i) wyrazy nieparzyste,
j) wyrazy a1 i a2.

Zadanie 4.
a) p > 0, b) p = 1, c) p > 2n+ 1, d) p > 0, e) p ∈ <,
f) p ∈ <, g) p > 0, h) p ∈ {−9, −1, }, i) , j) .

Zadanie 5.
a) 0, b) ∞, c) 3

2 , d) ∞, e) −∞, f) 2
√

3
3 , g) 0, h) 0, i) −∞,

j)
√

3
2 , k) 0, l)

√
5, m) −3

2 , n) 0, o) 0, p) e−3, r) e−10,
s) e2, t) e77, u) ∞.

Zadanie 6.
a) 221

2 , b)
2
9 , c) szereg rozbieżny, d) 9(3+

√
3)

2 , e) 9π, f) 3
2 , g)

3
10 , h) szereg rozbieżny, i) 3+

√
3

2 , j) szereg rozbieżny.

Zadanie 7.
Szeregi zbieżne: b, d, e, f, g, h, i, l, m, n, r, s, t.
Szeregi rozbieżne: a, c, j, k, o, p, u.

Zadanie 8.
a) 37

99 , b)
1
3 , c) 216

99 , d) 343
99 , e) 2197

495 , f) 4533
990 , g)

1648
4995 , h)

5309
9990 ,

i) 2 71
150 , j) 85888

9900 .
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:)

Wszystko należy upraszczać jak tylko można, ale nie bar-
dziej.

Albert Einstein
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Przykład 1. Wyznaczyć dziedzinȩ funkcji y =
√

5−x
x+4 + ln(x−3)√

2−x +
√

7
x−4 .

Rozwia̧zanie:
1) Pierwszy składnik sumy jest określony wtedy, gdy
wyrażenie pod pierwiastkim jest nieujemne oraz mia-
nownik jest różny od zera, tzn. gdy
5−x
x+4 ≥ 0 i x+ 4 6= 0.
Czyli (5 − x)(x + 4) ≥ 0 i x + 4 6= 0, co implikuje
x ∈ (−4, 5].

2) Drugi składnik sumy jest określony, gdy mianow-
nik jest różny od zera, gdy wyrażenie pod pierwias-
tkiem jest nieujemne oraz gdy liczba logarytmowana
jest dodatnia, tzn. gdy

√
x− 2 6= 0, 2 − x > 0 oraz

x− 3 > 0. Po rozwia̧zaniu nierówności otrzymujemy,
że x ∈ (3, ∞).

3) Trzeci składnik sumy jest określony, gdy mianownik
jest różny od zera, tzn. gdy x−4 6= 0, czyli gdy x 6= 4.

Uwzglȩdniaja̧c wszystkie warunki mamy
x ∈ (3, 4) ∪ (4, 5].
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Zadanie 1. Wyznaczyć dziedzinȩ funkcji

a) y = x
√

5− x, b) y = x3−5x2+6x√
6−x−2

,

c) y =
√
x2−2x−15
ln(6−x) +

√
6

x+7 , d) y =
√

4−x+
√

1+x√
x+2−2

,

e) y =
√
−x+

√
4 + x, f) y =

√
9−x−5

x3−4x2+3x ,

g) y = 1
lg(1−x) +

√
x+ 2, h) y =

√
lg
(

5x−x2
4

)
,

i) y =
√
x− 1 + 2

√
1− x+

√
x2 + 1, j) y = log3 x,

k) y = lnx− 2 lnx+ 2, l) y = 4x
2x2+x−21 ,

m) y =
√

5−x+
√

4+x
x2+2x−3 , n) y = 1

x−3 −
13

x3−27 ,

o) y = 1
lg(3−x) +

√
x+ 4 + 3

√
x+ 5, p) y = ln (16−x2)

4x−1 ,

r) y = ln(−x2+3x+10)√
x−6

+
√

3
x−3 , s) y =

√
4x− x2,

t) y =
√

4−x
x+2 −

4 ln(3−x)
x+1 , u) y = 2

x2−169 .

Przykład 2. Obliczyć wartość funkcji f(x) = x4+2
x2−1 dla x = −3 i

dla x = 3.

Rozwia̧zanie:
W miejsce x wstawiamy liczby −3 oraz 3 otrzymuja̧c
f(−3) = (−3)4+2

(−3)2−1 = 83
8 oraz f(3) = 34+2

32−1 = 83
8 .
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Zadanie 2. Obliczyć wartość funkcji w podanym punkcie

a) f(x) = 2x+1
x2+1 , f(0), f(−2), f (−0, 5) , f(0, 5)

b) f(x) = −2x3, f(−2), f(2), f
(

3
√

5
)
, f(0),

c) f(x) = −3(x− 2)4 + 5, f(2), f(0),

d) f(x) =
√
x2 − 3, f(

√
3), f(0),

e) f(x) = 2x
√
−5x− 4, f(−4), f(−5

4), f(5
4), f(4),

f) f(x) = 2x4 + 3x2 + 1, f(−a), f(a), f(0, 5a),

g) f(x) = x3, f(x+h)−f(x−h)
h ,

h) f(x) = 4x− x2, f(a+ 1)− f(a− 1).

i) f(x) = sin x, f
(−π

2

)
, f

(
π
4

)
, f

(
3π
2

)

j) f(x) = 2 cosx
x+2 , f(0), f(π).

Przykład 3. Wyznaczyć zbiór wartości funkcji f(x) = 2x − 3.

Rozwia̧zanie:
Dziedzina̧ funkcji f(x) = 2x sa̧ wszystkie liczby rze-
czywiste, natomiast zbiorem wartości sa̧ wszystkie liczby
rzeczywiste dodatnie. Wykres funkcji f(x) = 2x − 3
powstaje z przesuniȩcia wykresu funkcji f(x) = 2x o
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wektor ~a = [0, −3]. Dziedzina funkcji nie zmienia siȩ,
natomiast zbiorem wartości jest (−3, ∞).

Zadanie 3. Wyznaczyć zbiór wartości funkcji

a) y = 2
x−5 , b) y = −4

3x−7 ,

c) y =
√
−x+ 3, d) y = x2 − 2,

e) y = 1
x2+3 , f) y = 4

√
5x,

g) y = −5x2 + 17x− 33, h) y = |x2 + x− 3|,

i) y = sinx, j) y = sin2x,

k) y = 2sinx, l) y = sinx+ 2,

m) y = 7x, n) y = 7−x,

o) y = −7x, p) y = 7x + 3,

r) xy = 5, s) y = 1
x + 1,

t) y = |x| − 4, u) y = |x− 2|.

Przykład 4. Wyznaczyć punkty przeciȩcia wykresu funkcji
f(x) =

√
x2+1−

√
3x+11

x+5 z osiami układu współrzȩdnych.

Rozwia̧zanie:
Zauważmy, że dla każdego x ∈ < wartość wyrażenia
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x2 + 1 jest dodatnia. Sta̧d funkcja jest określona, gdy
3x+ 11 > 0 oraz gdy x+ 5 6= 0.
Dziedzina̧ funkcji jest zatem zbiór

(
−11

3 , ∞
)
.

Jeżeli wykres funkcji przecina oś ox, to wtedy rzȩdna
tego punktu jest równa zero. Sta̧d√
x2+1−

√
3x+11

x+5 = 0. Ułamek jest równy zero wtedy i
tylko wtedy, gdy jego licznik jest równy zero. Zatem√
x2 + 1−

√
3x+ 11 = 0. To implikuje, że√

x2 + 1 =
√

3x+ 11. Podnosimy obustronnie do
kwadratu i otrzymujemy
|x2 +1| = |3x+11|. Korzystaja̧c z określenia wartości
bezwzglȩdnej mamy
x2 + 1 = 3x + 11 lub x2 + 1 = −(3x + 11). Po prze-
niesieniu na jedna̧ stronȩ
x2 − 3x− 1 = 0 lub x2 + 3x+ 1 + 12 = 0. Pierwiast-
kami pierwszego równania sa̧ x = −2 oraz x = 5.
Oba te pierwiastki należa̧ do dziedziny funkcji. Wy-
różnik drugiego równania kwadratowego jest mniejszy
od zera, czyli równanie to nie ma pierwiastków rze-
czywistych. Zatem punkty przeciȩcia wykresu funkcji
f(x) =

√
x2+1−

√
3x+11

x+5 z osia̧ ox to (−2, 0) oraz (5, 0).

Jeżeli wykres funkcji przecina oś oy, to wtedy odciȩta
tego punktu jest równa zero. Podstawiamy x = 0 do
wzoru funkcji i otrzymujemy f(0) = −

√
2. Czyli wy-

kres funkcji pzrecina oś oy w punkcie (0,
√

2).
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Zadanie 4. Wyznaczyć punkty przeciȩcia wykresu funkcji z osia-
mi układu współrzȩdnych

a) y = x2−x−2√
x2+1+1

, b) y =
√
x+4−x√
x2+3

,

c) y = 5(7− x)(2x+ 5), d) y =
√
x+6−x√
x2−x+4

,

e) y = 1
x2+3 , f) y = 4

√
5x,

g) y = 2
x2+2 , h) y = 1√

x2−4x
,

i) y = x+2√
x2−3x+2

, j) y =
√
x−2

x2+x+5 ,

k) y = 2
√
x− 1− 3

√
1− x, l) y = 3

√
x−

√
1

x−2 ,

m) y =
√

25− x2 −
√

4− 5x, n) y = x−7
−12x2−25x+22 ,

o) y = −7
x2+3x−5 , p) y2 = 2x,

r) y =
√
x2+1−

√
5x+7

x2+2x+5 , s) y2 = x2 − 3x+ 2,

t)
√

1− x2 = 1− y, u) y =
√
x2+30−

√
1−11x

3x3−5x2−7x+3 .
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Funkcja różnowartościowa

Funkcja jest różnowartościowa, jeżeli dla każdej pary
x1, x2 należa̧cej do dziedziny, takich że x1 6= x2 od-
powiednie wartości funkcji spełniaja̧ relacjȩ

f(x1) 6= f(x2).

Przykład 5. Czy funkcja y = x2 − 10x+ 21 jest różnowartościowa
w przedziale (1, 8)?

Rozwia̧zanie:
W celu rozwia̧zania zadania przyjmijmy, że x1 6= x2.
Obliczamy
f(x1)− f(x2) =
x2

1 − 10x1 + 21− x2
2 + 10x2 − 21 =

(x1 − x2)(x1 + x2)− 10(x1 − x2) =
(x1 − x2)(x1 + x2 − 10) = 0.
Sta̧d f(x1) = f(x2) wtedy i tylko wtedy, gdy x1 = x2

lub x1 +x2− 10 = 0. Pierwszy warunek nie może być
spełniony. Zatem sprawdzamy, czy x2 = 10 − x1 dla
x1, x2 ∈ (1, 8).
Weźmy x1 = 3, wtedy x2 = 7. Obie wartości x1 oraz
x2 należa̧ do dziedziny i równocześnie f(x1) = f(x2).
Czyli funkcja y = x2− 10x+ 21 nie jest różnowartoś-
ciowa w przedziale (1, 8).
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Zadanie 5. Czy podane funkcje sa̧ różnowartościowe w podanych
przedziałach? Uzasadnij swoja̧ odpowiedź.

a) y = x+2
x−2 , (−∞, 2), b) y = x+4

x−5 , (5, ∞),

c) y = x2 + 3x+ 3, (−∞, 0), d) y = x2, [0, ∞),

e) y = −2x2 + x− 3, (−7, 7), f) y = 3x2

x2+1 , [−1, ∞),

g) y = x2 + 7, (−2, ∞), h) y = x2, [−5, 5),

i) y = (x− 2)2, [−1, 5), j) y = 9
x2+1 , [0, ∞),

k) y = 2x2 + 2, (−∞, ∞), l) y = |x|, [0, ∞),

m) y = 2x2 + 2, (−
√

11, 0, 73), n) y = |x|, [−8, 13),

o) y = |x+ 3|, (−∞, 0), p) y = |x+ 3|, [0, ∞),

r) y = (x− 2)2, [2, ∞), s) y = 9
x2+1 , [−5, 5),

t) y = −6x2 + x+ 35, (−2, −1), u) y = 2x
x2+1 , [0, ∞).

Parzystość funkcji

Jeżeli dla każdego x ∈ D, −x ∈ D oraz
f(−x) = f(x), to funkcja jest parzysta.

Jeżeli dla każdego x ∈ D, jeżeli −x ∈ D oraz
f(−x) = −f(x), to funkcja jest nieparzysta.
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Przykład 6. Czy funkcja y = −2x5 + 4x2− 3x+
√

3 jest parzysta,
czy jest nieparzysta?

Rozwia̧zanie:
Aby wyznaczyć czy funkcja jest parzysta, czy niepa-
rzysta obliczamy odpowiednie wartości. Mamy zatem

f(x) = −2x5 + 4x2 − 3x+
√

3.
f(−x) = −2(−x)5 + 4(−x)2 − 3(−x) +

√
3

f(−x) = 2x5 + 4x2 + 3x+
√

3 6= f(x).
Czyli funkcja nie jest parzysta.

Sta̧d
f(−x) = 2x5 + 4x2 + 3x+

√
3.

−f(x) = −(−2x5 + 4x2 − 3x+
√

3) =
2x5 − 4x2 + 3x−

√
3 6= f(−x).

Zatem funkcja nie jest nieparzysta.
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Zadanie 6. Czy podane funkcje sa̧ parzyste, czy sa̧ nieparzyste?
Uzasadnij swoja̧ odpowiedź.

a) y = x2

x2+2 , b) y = x+3
x2+1 ,

c) y =
√
−x+ 3, d) y = x2 − 2,

e) y = 2x3 + 5x7, f) y = 32x + 3−2x,

g) y = 3x4 − 5x3 + 1, h) y = 3x,

i) y = sinx, j) y = cosx,

k) y = 3 (2x − 2−x) , l) y = 2x + 2−x,

m) y = |x|, n) y =
√

5
1+x2 ,

o) y = |x| − x, p) y = x
1+x2 ,

r) y = (x+ 1)3, s) y = x3 + 1,

t) y = 4x2 + x6 − 2, u) y = 4x2 + x6 + x− 2.

Przykład 7. Wyznaczyć funkcjȩ odwrotna̧ do funkcji
f(x) = ln(x− 2) + 3.

Rozwia̧zanie:
Możemy wyznaczyć funkcjȩ odwrotna̧ do danej funk-
cji, gdy jest ona różnowartościowa. Zatem ze zwia̧zku
y = f(x) należy wyznaczyć zwia̧zek x = g(y).
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Funkcja f(x) = ln(x − 2) + 3 jest różnowartościowa,
a sta̧d y = ln(x− 2) + 3. Wyznaczamy x.
ln(x− 2) = y − 3. Z definicji logarytmu
ey−3 = x− 2. Dodajemy obustronnie 2 i mamy
x = ey−3 + 2. Po zamianie oznaczeń
y = ex−3 + 2.

Zadanie 7. Wyznaczyć funkcjȩ odwrotna̧ do danej w podanych
przedziałach

a) f(x) = x, x ∈ [−2, 5],

b) f(x) = 3x, x ∈ < ,

c) f(x) = 1− 5x, x ∈ (−∞, 4],

d) f(x) = x2 + 2, x ∈ [4, ∞),

e) f(x) = 1
x , x ∈ (0, ∞),

f) f(x) = 3
1−x , x ∈ (1, ∞),

g) f(x) = x2 − 3, x ∈ [0, 100],

h) f(x) = 3
√
x2 + 1, x ∈ [−4, 8],

i) f(x) = ln x, x ∈ <

j) f(x) = 3x, x ∈ <,
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k) f(x) = 4− log x, x ∈ [8, 251],

l) f(x) = ln x+ 7, x ∈ <,

m) f(x) = 1
10x+3 , x ∈ (−, ∞),

n) f(x) = 11
1−ex , x ∈ [2, 5],

o) f(x) = x3 + 6x2 + 12x+ 5, x ∈ <,

p) f(x) = x3 − 7, x ∈ [−33, 15],

r) f(x) = 2x3 + 3, x ∈ [−9, 0],

s) f(x) = 2 + 10x, x ∈ [1, ∞),

t) f(x) = −x3 + 6x2 − 12x+ 9, x ∈ [−5, 10],

u) f(x) = 3− ex, x ∈ [−2, 2] .

Przykład 8. Dla podanych funkcji f(x) = x4, g(x) = x−7, h(x) =
sinx wykonaj złożenia.

Rozwia̧zanie:

f(g(x)) = f(x− 7) = (x− 7)4,

f(h(x)) = f(sinx) = sin4 x,
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g(f(x)) = g(x4) = x4 − 7,

g(h(x)) = g(sinx) = sin x− 7,

h(f(x)) = h(x4) = sinx4,

h(g(x)) = h(x− 7) = sin(x− 7),

f(f(x)) = f(x4) = x16,

g(g(x)) = g(x− 7) = x− 14,

h(h(x)) = h(sinx) = sin(sin x),

f(g(h(x))) = f(sinx− 7) = (sin x− 7)4,

f(h(g(x))) = f(sin(x− 7)) = sin4(x− 7),

g(f(h(x))) = g(sin4 x) = sin4 x− 7,

g(h(f(x))) = g(sinx4) = sinx4 − 7,

h(f(g(x))) = h((x− 7)4) = sin(x− 7)4,

h(g(f(x))) = h(x4 − 7) = sin(x4 − 7).



xxxix

Zadanie 8. Dla podanych funkcji wykonaj złożenia
f(f(x)), g(f(x)), f(g(x)), g(g(x)).

a) f(x) = x4 − 2x2, g(x) = ln x,

b) f(x) = 4 + 3x, g(x) = cos x,

c) f(x) =
√
x, g(x) = 2x3,

d) f(x) = x3, g(x) = sinx,

e) f(x) = 3x, g(x) = cos x,

f) f(x) = 2
x , g(x) = 3x2,

g) f(x) = 2x, g(x) = −x3 − 2x+ 1,

h) f(x) = ln x, g(x) = 2x.

i) f(x) = tgx, g(x) =
√
x,

j) f(x) = log x, g(x) =,

k) f(x) = ex, g(x) = x2 + 1,

l) f(x) = log2 x, g(x) = x+ 7,

m) f(x) = x− 3, g(x) = 3x2 + 5x− 7,
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n) f(x) = −x5 − x2, g(x) = x+ 11,

o) f(x) = 1
x , g(x) = cos x,

p) f(x) = 4x, g(x) = tgx,

r) f(x) = log3 x, g(x) = 2x2 + 7,

s) f(x) = sinx, g(x) = tgx,

t) f(x) = 3
√
x− 4, g(x) = x

2 ,

u) f(x) = 2
x , g(x) = x2 − x.
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Odpowiedzi

Zadanie 1.
a) x ∈ (−∞, 5], b) x ∈ (−∞, 2)

⋃
(2, 6),

c) x ∈ (−∞, −7)
⋃

(−7, −3]
⋃

(5, 6), d) x ∈ (−∞, −2],
e) x ∈ [−4, 0], f) x ∈ (−∞, 9]/{0, 1, 3}, g) x ∈ [−2, 1),
h) x ∈ [1, 4], i) x ∈ {1}, j) x ∈ (0, ∞), k) x ∈ (0, ∞),
l) x ∈ </{−3, 5, 3}, m) x ∈ [−4, 5]/{−3, 1},
n) x ∈ </{3}, o) x ∈ [−4, 3)/{2}, p) x ∈ (−4, 4)/{0},
r) funkcja nie jest określona, s) x ∈ [0, 4],
t) x ∈ (−2, 3)/{−1}, u) x ∈ </{−13, 13}.

Zadanie 2.
a) f(0) = 1, f(−2) = −3

5 , f(−1
2) = 0, f(1

2) = 1, 6,
b) f(−2) = 16, f(2) = −16, f( 3

√
5) = −10, f(0) = 0,

c) f(2) = 5, f(0) = −43, d) f(
√

3) =
√

6,
e) f(−4) = −32, f(−5

4) = −15
4 , f(5

4) i f(4) funkcja nie
jest określona,
f) f(−a) = 2a4 + 3a2 + 1, f(a) = 2a4 + 3a2 + 1, f(a2) =
a4

8 + 3a2

4 + 1, g) (x+h)3−(x−h)3

h = 6x2 + 2h2,
h) f(a+ 1)− f(a− 1) = 8− 4a,
i) f(−π

2 ) = −1, f(π4 ) =
√

2
2 , f(3π

2 ) = −1 ,
j) f(0) = 1, f(π) = −2

2+π .

Zadanie 3.
a) Zw = (−∞, ∞)/{0}, b) Zw = (−∞, ∞)/{0},
c) Zw = [0, ∞), d) Zw = [−2∞, ∞), e) Zw = (0, 1

3 ],
f) Zw = [0, ∞), g) Zw = (−∞, −18, 55],
h) Zw = [13

4 , ∞), i) Zw = [−1, 1], j) Zw = [−1, 1],
k) Zw = [−2 2], l) Zw = [1, 3], m) Zw = [0, ∞),
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n) Zw = [0, ∞), o) Zw = [0, ∞), p) Zw = (3, ∞),
r) Zw = </{0}, s) Zw = </{1}, t) Zw = [−4, ∞),
u) Zw = [2, ∞).

Zadanie 4.
a) (−1, 0), (2, 0), (0, −1), b) (1+

√
17

2 , 0), (0, 2
√

3
3 ),

c) (−1, 0), (6, 0), (0, 1−
√

7
5 ), d) (3, 0), (0,

√
6

2 ),
e) (0, 1

3), f) (0, 0), g) (0, 1), h) funkcja nie przecina osi,
i) (−2, 0), (0,

√
2), j) (4, 0), (0, −2

5), k) (1, 0),
l) funkcja nie przecina osi, m) funkcja nie przecina osi,
n) (7, 0), (0, − 7

22), o) (0, 7
5), p) (0, 0),

r) (−1, 0), (6, 0), (0, 1−
√

7
5 ), s) (1, 0), (2, 0), (0, −1

4),
t) (0, 0), u) (−11−

√
5

2 , 0), (−11+
√

5
2 , 0), (0,

√
30−1
3 ).

Zadanie 5.
Funkcje różnowartościowe: a, b, m, o, p, r, t.
Funkcje, które nie sa̧ różnowartościowe: c, d, e, f, g, h, i,
j, k, l, n, s, u.

Zadanie 6.
Funkcje parzyste: a, d, f, j, k, l, m, n, t.
Funkcje nieparzyste: e, i, p.
Funkcje, które nie sa̧ parzyste i nie sa̧ nieparzyste: b, c, g,
h, o, r, s, u.

Zadanie 7.
a) g(y) = y, b) g(y) = 1

3y, c) g(y) = 1
5(1− y),

d) g(y) =
√
y − 2, e) g(y) = 1

y ,
f) g(y) = y−3

y , g) g(y) =
√
y − 3,

h) g(y) = 3
√
y3 − 1, i) g(y) = ey, j) g(y) = ln y

ln 3 ,
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k) g(y) = 104−y, l) g(y) = ey−7,
m) g(y) = lg 1−3y

y , n) g(y) = ln y−11
y ,

o) g(y) = 3
√
y + 3− 2 , p) g(y) = ln(y − 3),

r) g(y) = 3

√
y−3

2 , s) g(y) = lg(y − 2),
t) g(y) = 3

√
−y − 1 + 2, u) g(y) = ln(y − 3).

Zadanie 8.
a) f(f(x)) = (x4 − 2x2)2((x4 − 2x2)2 − 2), g(f(x)) =
ln(x4−2x2), f(g(x)) = ln4 x−2 ln2 x, g(g(x)) = ln(ln x),
b) f(f(x)) = 4 + 34+3x, g(f(x)) = cos(4 + 3x), f(g(x)) =
4 + 3cosx, g(g(x)) = cos(cos x),
c) f(f(x)) = x

1
4 , g(f(x)) = 2

√
x3, f(g(x)) =

√
2x3,

g(g(x)) = 2x2x3,
d) f(f(x)) = x9, g(f(x)) = sinx3, f(g(x)) = sin3 x,
g(g(x)) = sin(sin x),
e) f(f(x)) = 27x, g(f(x)) = cos 3x, f(g(x)) = 3cosx,
g(g(x)) = cos(cos x),
f) f(f(x)) = x, g(f(x)) = 12x−2, f(g(x)) = 2

3x2 , g(g(x)) =
27x4,
g) f(f(x)) = 4x, g(f(x)) = −8x − 2x+1 + 1, f(g(x)) =
2−x

3−2x+1, g(g(x)) = x9 +6x7−3x6 +12x5−12x4 +13x3−
12x2 + 10x− 2,
h) f(f(x)) = ln(ln x), g(f(x)) = 2 lnx, f(g(x)) = ln(2x),
g(g(x)) = 4x,
i) f(f(x)) = tg(tgx), g(f(x)) =

√
tgx, f(g(x)) = tg

√
x,

g(g(x)) = x
1
4 ,

j) f(f(x)) = log(log x), g(f(x)) = log4 x, f(g(x)) =
log x4, g(g(x)) = x16,
k) f(f(x)) = ee

x, g(f(x)) = ex
2

+ 1, f(g(x)) = ex
2+1,

g(g(x)) = x4 + 2x2 + 2,
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l) f(f(x)) = log2(log2 x), g(f(x)) = log2 x+7, f(g(x)) =
log2(x+ 7), g(g(x)) = x+ 14,
m) f(f(x)) = x− 6, g(f(x)) = 3x2 − 13x+ 5, f(g(x)) =
3x2 +5x−10, g(g(x)) = 27x4 +90x3−36x2−185x+105,
n) f(f(x)) = x25+5x22+10x19+5x13−2x7−x4, g(f(x)) =
−x5− x2 + 11, f(g(x)) = −(x+ 11)2(x3 + 33x2 + 363x+
1330), g(g(x)) = x+ 22,
o) f(f(x)) = x, g(f(x)) = cos 1

x , f(g(x)) = 1
cosx , g(g(x)) =

cos(cosx),
p) f(f(x)) = 256x, g(f(x)) = tg4x, f(g(x)) = 4tgx,
g(g(x)) = tg(tgx),
r) f(f(x)) = log3(log3 x), g(f(x)) = 2 log2

3 x+7, f(g(x)) =
log3(2x

2 + 7), g(g(x)) = 8x4 + 56x2 + 105,
s) f(f(x)) = sin(sin x), g(f(x)) = tg(sinx), f(g(x)) =
sin(tgx), g(g(x)) = tg(tgx),
t) f(f(x)) = 3

√
3
√
x− 4 − 4, g(f(x)) =

3
√
x−4
2 , f(g(x)) =

3
√
x
2 − 4, g(g(x)) = x

4 ,
u) f(f(x)) = x, g(f(x)) = 2(2−x)

x2 , f(g(x)) = 2
x2−x , g(g(x)) =

x4 − 2x3 + x.

:)
Matematycy sa̧ jak Francuzi: cokolwiek im siȩ powie, od
razu przekładaja̧ to na swój własny jȩzyk i wówczas staje
siȩ to czymś zupełnie innym.

Johann Wolfgang Goethe



Rozdział 3: Granica funkcji,
asymptoty, cia̧głość
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Przykład 1. Wyznaczyć granicȩ funkcji lim
x→∞

(−2x+ 3

−2x

)x+3

.

Rozwia̧zanie:

lim
x→∞

(−2x+ 3

−2x

)x+3

=

lim
x→∞

(−2x+ 3

−2x

)x
· lim
x→∞

(−2x+ 3

−2x

)3

Zauważmy, że

lim
x→∞

(−2x+ 3

−2x

)3

= lim
x→∞

(
1− 3

2x

)3

= 1 wobec faktu,

że lim
x→∞

1

x
= 0.

Ponadto
lim
x→∞

(−2x+ 3

−2x

)x
= lim

x→∞

(
1 +

3

−2x

)x
=

lim
x→∞

1 +
1
−2x

3

x = lim
x→∞


1 +

1
−2x

3

−2x3

x· 3
−2x

Wyrażenie w nawiasie jest równe liczbie e, wiȩc cała
granica wynosi e−

3
2 .

Ostatecznie lim
x→∞

(−2x+ 3

−2x

)x+3

= 1 · e−
3
2 = e−

3
2 .
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Zadanie 1. Wyznaczyć granice funkcji

a) lim
x→1

x(x2 + 2x− 3)

x2 − 1
, b) lim

x→0

√
x+ 4− 2

2x
,

c) lim
x→0

√
16− x− x2 −

√
16− x2

4x
, d) lim

x→3

2x+ 1

x− 3
,

e) lim
x→∞

2x3 − 5x2 + 6x− 1

x3 − 7
, f) lim

x→0

1

x5
,

g) lim
x→∞

x(2x2 − 3x+ 5)

x2 − 11
, h) lim

x→0

(
1

x
− 1

x2

)
,

i) lim
x→3

√
5− 5√

5 + 3x−
√

11
, j) lim

x→∞

(
1 +

2

x

)x
,

k) lim
x→∞

(
1 +

3

x

)3x

, l) lim
x→∞

(
x+ 1

x

)x
,

m) lim
x→∞

2x2 − 3

x(x− 4)(9− 2x)
, n) lim

x→∞

(
2x+ 3

2x

)−x
,

o) lim
x→∞

(
x
√

3−
√

3x2 + 2x− 5
)
, p) lim

x→∞

(
2x+ 1

x− 1

)x
,

r) lim
x→∞

−x4

4
+ x3 − 7

, s) lim
x→∞

(
3x− 2

3x+ 1

)2x

,

t) lim
x→∞

(√
x2 + 7− 2x

)
, u) lim

x→0

x− 2

x3 − 8
.
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Asymptoty

Funkcja może mieć asymptoty pionowe, poziome i uko-
śne.

Asymptoty pionowe moga̧ istnieć w punktach, które
nie należa̧ do dziedziny funkcji.

Jeżeli lim
x→∞ f(x) = b lub lim

x→−∞
f(x) = b, to funkcja po-

siada asymptotȩ pozioma̧ o równaniu y = b.

Jeżeli lim
x→∞

f(x)

x
= a i lim

x→∞ (f(x)− ax) = b, to prosta
y = ax+ b jest asymptota̧ ukośna̧.

Zauważmy, że asymptotȩ pozioma̧ możemy traktować
jako szczególny pprzypadek asymptoty ukośnej (dla
a = 0).

Przykład 2. Wyznaczyć asymptoty wykresu funkcji y = 2x3+5x−7
4−x2 .

Rozwia̧zanie:
Dziedzina̧ funkcji jest (−∞, −2) ∪ (−2, 2) ∪ (2,∞).

Asymptoty pionowe moga̧ istnieć w punktach, które
nie należa̧ do dziedziny funkcji. A zatem

lim
x→−2−

2x3 + 5x− 7

4− x2
=

[−33

0−

]
=∞

lim
x→−2+

2x3 + 5x− 7

4− x2
=

[−33

0+

]
= −∞
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lim
x→2−

2x3 + 5x− 7

4− x2
=

[
19

0+

]
=∞

lim
x→2+

2x3 + 5x− 7

4− x2
=

[
19

0−

]
= −∞,

gdzie symbole 0− oraz 0+ oznaczaja̧ liczbȩ bliska̧ zera
odpowiednio ujemna̧ i dodatnia̧. Zatem proste x =
−2 i x = 2 sa̧ asymptotami pionowymi.

Asymptota pozioma istnieje wtedy, gdy granica z funk-
cji w nieskończoności jest liczba̧. Zatem liczymy

lim
x→∞

2x3 + 5x− 7

4− x2
= lim

x→∞
2x

3

x2 + 5 x
x2 −

7
x2

4
x2 −

x2

x2

=

lim
x→∞

2x+ 5 1
x −

7
x2

4
x2 − 1

= lim
x→∞

2x

−1
= −∞.

lim
x→−∞

2x3 + 5x− 7

4− x2
= lim

x→−∞

2x
3

x2 + 5 x
x2 −

7
x2

4
x2 −

x2

x2

=

lim
x→−∞

2x+ 5 1
x −

7
x2

4
x2 − 1

= lim
x→−∞

2x

−1
=∞.

Zatem asymptota pozioma nie istnieje.

Aby wyznaczyć asymptotȩ ukośna̧ liczymy dwie gra-
nice

lim
x→∞

2x3 + 5x− 7

4− x2
· 1

x
= lim

x→∞
2x3 + 5x− 7

4x− x3
=

lim
x→∞

2x
3

x3 + 5 x
x3 −

7
x3

4 x
x3 −

x3

x3

= lim
x→∞

2 + 5 1
x2 −

7
x3

4 1
x2 − 1

= −2

Czyli a = −2.
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lim
x→∞

2x3 + 5x− 7

4− x2
+ 2x

 =

lim
x→∞

2x3 + 5x− 7 + 2x(4− x2)

4− x2
=

lim
x→∞

13x− 7

4− x2
= lim

x→∞
13 x

x2 −
7
x2

4
x2 −

x2

x2

=

lim
x→∞

13 1
x −

7
x2

4
x2 − 1

=
0

−1
= 0.

Sta̧d b = 0, co implikuje, że prosta y = −2x jest
asymptota̧ ukośna̧.
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Zadanie 2. Wyznaczyć asymptoty wykresu funkcji

a) y = 4x2+x−3
x−2 , b) y = 5x2−5x+6

x−6 ,

c) y = x+ 1
x + 3, d) y = 2x3

x2−x−2 ,

e) y = x2−49
2x2−32 , f) y = 3x3−5

x2+x−2 ,

g) y = 2x2−11
x+3 , h) y = x3+9

x2−9 ,

i) y = x2

1+x2 , j) y = −4x2+x−5
8−x ,

k) y = x2+x+1
1−2x , l) y = 2x(3x2−1)

−x2−2x+15 ,

m) y = 3x3−1
x2 , n) y = x2−16

x2−9 ,

o) y = 3−x
x+5 − 2, p) y = 2x3−7

x2 ,

r) y = 5
x + x

5 , s) y = x+ 2
x ,

t) y = x3 + 3x2 − 13x− 15, u) y = (x2−3x+1)(x−2)
2x2+1 .
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Cia̧głość funkcji

Funkcja jest cia̧gła w punkcie x0 jeżeli

lim
x→x−0

f(x) = lim
x→x+0

f(x) = f(x0)

Przykład 3. Zbadać jej cia̧głość funkcji f(x) =



sin 2x
x dla x < 0

ex + 1 dla 0 ≤ x < 2
−3 dla x = 2

(x− 2)2 dla x > 2

Rozwia̧zanie:
Każda z funkcji wchodza̧cych w skład rozważanej funk-
cji f(x) jest cia̧gła w przedziale jej określoności. Nie-
cia̧głość może wysta̧pić tylko w punktach wyznaczaja̧-
cych końce przedziałów, czyli gdy x = 0 lub x = 2.
Zatem liczymy

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

sin 2x

x
= lim

x→0−

2 sin 2x

2x
= 2, wobec

wzoru lim
x→0

sinx

x
= 1.

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

(ex + 1) = 2 ,

f(0) = e0 + 1 = 2.

Czyli w punkcie x0 = 0 funkcja jest cia̧gła.

lim
x→2−

f(x) = lim
x→2−

(ex + 1) = e2 + 2.
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lim
x→2+

f(x) = lim
x→2+

(x− 2)2 = 0

f(2) = −3. Czyli w punkcie x0 = 2 funkcja nie jest
cia̧gła.

Rysunek 1: Wykres funkcji z przykładu 3.
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Zadanie 3. Narysować wykres podanej funkcji i zbadać jej cia̧głość

a) f(x) =



0, x < 0
x, 0 ≤ x < 1

−x2 + 4x− 2, 1 ≤ x < 3
4− x, x ≥ 3

b) f(x) =


x− 2, x < 0

0, x = 0
1, x > 0

,

c) f(x) =

 (x+ 1)2, x ≤ −1
2x+2, x > −1

,

d) f(x) =

 2x + 3, x ≤ 0
(x− 2)2, x > 0

,

e) f(x) =

 0, 5x, |x| ≤ 2
−1, |x| > 2

,

f) f(x) =

 1− x, x < 1
log x, x ≥ 1

,

g) f(x) =

 (x+ 2)2, x < 0
2−x + 3, x ≥ 0

,

h) f(x) =


2x− 3, x < 0

0, x = 0
3 x > 0

,
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i) f(x) =


3x− 1, x > 1

3

0, x = 1
3

2x− 1, x < 1
3

,

j) f(x) =


2x− 2, x > 2

2, x = 2
(x− 2)2, x < 2

,

k) f(x) =


−x2, x < 0

2, x = 0
2x, x > 0

,

l) f(x) =


|x|
x , x 6= 0
0, x = 0

,

m) f(x) =


2, |x| < 1
2, |x| = 1
−1, |x| > 1

,

n) f(x) =

 x2 − 4, |x| ≤ 2
1, |x| > 2

,

o) f(x) =

 lnx, x ≤ 1
2x+ 1, x > 1

,

p) f(x) =


0, x < −3

9− x2, |x| ≤ 3
−1, x > 3

,

r) f(x) =


−(x− 1)2, x < 1

2 x = 1
x− 1, x > 1

,

s) f(x) =


−(x− 5)2, x > 5

2, x = 5
−x+ 5, x < 5

,
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t) f(x) =


ln(x− 3), x > 3
−2, x = 3

x2 − 9, x < 3
,

u) f(x) =


√
x− 2, x > 2
2, x ≤ 2

.

Odpowiedzi

Zadanie 1.
a) 2, b) 1

8 , c) −
1
32 , d) ∞, e) 2, f) ∞, g) ∞, h) −∞,

i)
√

5−5√
14−
√

11
, j) e2, k) e9, l) e, m) 0, n) e−

3
2 , o) −

√
3

3 ,
p) ∞, r) ∞, s) e−2, t) −∞, u) 1

4 .

Zadanie 2.
a) x = 2, y = 4x+ 9, b) x = 6, y = 5x+ 25 ,
c) x = 0, y = x+ 3, d) x = −1, x = 2, y = 2x+ 2,
e) x = −4, x = 4, y = 1

2 , f) x = −2, x = 1, y = 3x− 3,
g) x = −3, y = 2x− 6, h) x = −3, x = 3, y = x,
i) y = 1, j) x = 8, y = 4x+ 31,
k) x = 1

2 , y = −1
2x−

3
4 , l) x = −5, x = 3, y = −6x+ 12,

m) x = 0, y = 3x, n) x = −3, x = 3, y = 1,
o) x = −5, y = −3, p) x = 0, y = 2x,
r) x = 0, y = 1

5x, s) x = 0, y = x,
t) brak asymptot, u) y = 1

2x−
5
2 .
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Zadanie 3.
Funkcje cia̧głe: a, d, f, g.
Funkcje niecia̧głe: b, c, e, h, i, j, k, l, m, n, o, p, r, s, t, u.

:)
Matematycy sa̧ ekscentryczni z najlepszego z możliwych
powodów - z definicji.

John Bowers
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Rozdział 4: Pochodna funkcji
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Pochodna funkcji

Pochodna̧ funkcji nazywamy granicȩ, do której da̧ży sto-
sunek przyrostu funkcji ∆y do odpowiedniego przyrostu
zmiennej niezależnej ∆x, gdy przyrost zmiennej niezależ-
nej da̧ży do zera, czyli granicȩ

lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

f(x+ ∆x)− f(x)

∆x

Podstawowe wzory na pochodne

(c)
′
= 0, gdzie c = const,

(xn)
′
= nxn−1,

(sinx)
′
= cosx,

(cosx)
′
= − sinx,

(tgx)
′
= 1

cos2 x , cosx 6= 0,

(ctgx)
′
= − 1

sin2 x
, sinx 6= 0,

(arcsinx)
′
= 1√

1−x2 , −1 < x < 1, −π
2 < arcsinx < π

2 ,

(arccosx)
′
= − 1√

1−x2 , −1 < x < 1, 0 < arccosx < π,

(arctgx)
′
= 1

1+x2 , −
π
2 < arctgx < π

2 ,
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(arcctgx)
′
= − 1

1+x2 , 0 < arcctgx < π,

(ex)
′
= ex,

(ax)
′
= ax ln a, a > 0,

(lnx)
′
= 1

x , x > 0,

(loga x)
′
= 1

x ln a =, a > 0, a 6= 1, x > 0

(f(x) · g(x))
′
= f(x)

′
g(x) + f(x)g

′
(x)

(
f(x)
g(x)

)′
= f

′
(x)g(x)−f(x)g

′
(x)

g2(x) , g(x) 6= 0,

(f(g(x)))
′
= f

′
(g(x)) · g′(x).

Przykład 1. Obliczyć pochodna̧ funkcji f(x) =
√
x+ 3− 5 korzy-

staja̧c z definicji.

Rozwia̧zanie:
Z określenia pochodnej funkcji

lim
∆x→0

f(x+ ∆x)− f(x)

∆x
=

lim
∆x→0

√
x+ ∆x+ 3− 5−

√
x+ 3 + 5

∆x
=

lim
∆x→0

(√
x+ ∆x+ 3−

√
x+ 3

) (√
x+ ∆x+ 3 +

√
x+ 3

)
∆x

(√
x+ ∆x+ 3−

√
x+ 3

) =

lim
∆x→0

∆x

∆x
(√
x+ ∆x+ 3−

√
x+ 3

) =
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lim
∆x→0

1√
x+ ∆x+ 3−

√
x+ 3

=
1

2
√
x+ 3

.

Zadanie 1. Obliczyć pochodna̧ funkcji korzystaja̧c z definicji

a) y = x2, b) y = x3,

c) y =
√
x, d) y = 1

x ,

e) y = 1√
x
, f) y = 1

x2 ,

g) y = x2 + 3x, h) y =
√
x+ 2,

i) y =
√
x2 + 5, j) y =

√
x2 + x,

k) y = 3
√
x, l) y =

√
x+ 4− 2,

m) y = x3 + 5x2, n) y = 1
x+1 ,

o) y = 1
x2+3 , p) y = 1

x2+x ,

r) y = x+ 1
x , s) y = x+

√
x,

t) y = x2 + 1
x2 , u) y = x2 + 1√

x
.
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Przykład 2. Obliczyć pochodna̧ funkcji f(x) = 2x+3 lnx−5
2x3−4 korzy-

staja̧c z podstawowych wzorów.

Rozwia̧zanie:
W pierwszym kroku korzystamy ze wzoru na pochodna̧
ilorazu dwóch funkcji
f
′
(x) = (2x+3 lnx−5)

′
(2x3−4)−(2x+3 lnx−5)(2x3−4)

′

(2x3−4)2 .
Korzystaja̧c z podstawowych wzorów zauważmy, że
(2x)

′
= 2x ln 2, (lnx)

′
= 1

x ,
(
2x3 − 4

)′
= 6x2 i sta̧d

otrzymujemy

f
′
(x) =

(2x ln 2+ 1
x )(2x3−4)−(2x+3 lnx−5)6x2

(2x3−4)2 .
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Zadanie 2. Obliczyć pochodna̧ funkcji korzystaja̧c z podstawo-
wych wzorów

a) y = 5x3 − 9x2 + 4x− 4, b) y = (2x− 1)3,

c) y = 5
√
x+ 4 3

√
x− 9, d) y = 1

2
√
x
− 2

5
√
x2
,

e) y = 3
x4 + 3

x3 −
2
x +
√

11, f) y = x2−3x+1
x+5 ,

g) y = (1 + x2)(2x3 + 3), h) y = 8ex,

i) y = 8x4−x2+4x−7
x2+9 , j) y = 5 lnx

x ,

k) y = 2x3 − x2 + x− 1, l) y = 3 3
√
x− 2

3
4
√
x3,

m) y = (5x2 − 3x+ 1)(2x− 3), n) y = (x+ 1) cosx,

o) y = 4tg x− sinx, p) y = x2ex,

r) y = 2
3
√
x2
− 5
√
x4, s) y = x sinx

tg x ,

t) y = 2
x3
√
x
, u) y = 3x−1

5 3
√
x+7

.
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Przykład 3. Obliczyć pochodna̧ funkcji
f(x) = 2

√
3 cos3 2x2+5x−7

ex+6 + 11.

Rozwia̧zanie:
Na pocza̧tku zapiszmy funkcjȩ w innej postaci
f(x) = 2

√
3
(
cos

(
2x2+5x−7
ex+6

))3
+ 11.

Korzystaja̧c ze wzoru na pochodna̧ funkcji złożonej
otrzymujemy:

f
′
(x) = 2

√
3 · 3 cos2 2x2+5x−7

ex+6 ·
(
cos 2x2+5x−7

ex+6

)′
=

−6
√

3 cos2 2x2+5x−7
ex+6 · sin 2x2+5x−7

ex+6

(
2x2+5x−7
ex+6

)′
=

−6
√

3 cos2 2x2+5x−7
ex+6 · sin 2x2+5x−7

ex+6 ·
(2x2+5x−7)

′
(ex+6)−(2x2+5x−7)(ex+6)

′

(ex+6)2 =

−6
√

3 cos2 2x2+5x−7
ex+6 ·sin

2x2+5x−7
ex+6 ·

(4x+5)(ex+6)−(2x2+5x−7)ex

(ex+6)2 .
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Zadanie 3. Obliczyć pochodna̧ funkcji złożonej

a) y = 8e2x, b) y =
(

1
4 + x

)4
,

c) y = (x− 3)11, d) y = 2 sin x
2 + 2,

e) y = 4 sin3 5x, f) y = 2x+ sin 2x,

g) y = 6 sin(2x2 − 7) + 3 cos 2x, h) y = 6− e 1
x ,

i) y = 2x− e2x, j) y = 2esinx,

k) y =
√
x2−9x+1

3−x2 , l) y = 1
3
√

2−3x
,

m) y =
√

3
3 cos x

3 , n) y = 2 sin2 5x,

o) y = ex + e−x, p) y = (x2 + 3) cos 3x,

r) y = 2 ln(4x− 3)− 4x, s) y =
√
x2 − 1,

t) y = 2 · 53x + 5 · 24x, u) y =
(
2x2 − 3x+ 4

)2
.
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Zadanie 4. Obliczyć pochodna̧ funkcji

4.1) y = 8 · 3x · x3, 4.2) y = 1
x2 −

5
x + 3,

4.3) y = (2x3 − 3x− 1)7, 4.4) y = ln(7x2−1)
x−4 ,

4.5) y =
√

2 sin 3x2

cos 2x−7 , 4.6) y = 2e3 sin 2x,

4.7) y = (2
5
√
x7 − 3x 3

√
x)(x− 2), 4.8) y = sin 4x2

cos 2x−7 ,

4.9) y = 6 cos2
√

1
x , 4.10) y = ln(4x− 3)− 3,

4.11) y = 1− 3
√
x

1+ 3
√
x
, 4.12) y = 1

ex−1 ,

4.13) y = sinx+cosx
2 sin 2x , 4.14) y = 2 sin 4

x ,

4.15) y = ecos2 x, 4.16) y = tg 4
√
x,

4.17) y = (3x2 + 1)ctg3x2, 4.18) y = 3 ln 5
x−2 ,

4.19) y =
√
x cos(

√
x− 5), 4.20) y = 3e−x

2

.

4.21) y = ln
√

1+sinx
1−sinx , 4.22) y = ln(sinx)− 2,

4.23) y = ctg
√

1+x2

1−x2 , 4.24) y = ln(6x2+1)
x3−7 ,

4.25) y = sin(5x+ 3)− 3, 4.26) y =
√
x− e

√
x,
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Zadanie 4. Obliczyć pochodna̧ funkcji

4.27) y = 5 cos 2x− cos2 x, 4.28) y =
(√

8 cosx− 8
)4
,

4.29) y = (2x2 − 3)5e2x2−3, 4.30) y =
√
t
√
t+ 1,

4.31) y = ln(sin 2x), 4.32) y =
√
x3 3
√
x7 5
√
x,

4.33) y =

√
x 3

√
x5 6
√
x7
√
x, 4.34) y = tg(2x− 3) + 9,

4.35) y = sin3(2x− 7)− 9, 4.36) y = 2 cos
√
x− 3,

4.37) y = ln(lnx)
x , 4.38) y = lnx√

x2+1
,

4.39) y = 4(3x sinx− 2)3 + 9, 4.40) y = (2− x) ln(2− x).

4.41) y = 2 sin3(3x3 + 1), 4.42) y =
√

3 cos4( 3
√
x),

4.43) y = 4tg2
(
x2−7√
x

)
, 4.44) y = ln(x−ex)

5x ,

4.45) y = 5 sin
(
x−5
2−x3

)3
, 4.46) y =

x3 sin 1
x

x2−cosπ ,

4.47) y =
(
2− e3xctg2x

)
, 4.48) y = cos 3−2x5

ex−7 ,

4.49) y = x3 cosx3

x−1 , 4.50) y = 2−x2
sinx2 ,

4.51) y = 32x−7 ln(9− x), 4.52) y =
√

3 tg3x+1
8x−5 ,
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Zadanie 4. Obliczyć pochodna̧ funkcji

4.53) y = 3 ln 8−x2
x3+4 , 4.54) y = 3e−5x+3

e−2x+2ex ,

4.55) y = 2 sin
(
(4x3 − 7)2 + 1

)
, 4.56) y = 3ctg2 2−x

x+2 ,

4.57) y = 3 cos−2(13− x4) +
√

2x, 4.58) y = 3
√

x−8
sin 8x ,

4.59) y = (sin2(x3 − 1)− 4)(x3 − 2 cos 5x), 4.60) y = 3esin2 x.

Odpowiedzi

Zadanie 1.
a) 2x, b) 3x2, c)

√
x

2x , d) −
1
x2 , e) −

√
x

2x2 , f) −
2
x3 , g) 2x+ 3,

h)
√
x+2

2(x+2) , i)
x
√
x2+5

x2+5 , j) (2x+1)
√
x2+x

2(x2+x) , k) 1
3
√
x2
, l)

√
x+4

2(x+4) ,
m) 3x2 + 6x, n) − 1

(x+1)2 , o) −
2x

(x2+3)2 , p) −
2x+1

(x2+x)2 ,

r) x2−1
x2 , s) 2x+

√
x

2x , t) 2(x4−1)
x3 , u) 4x3−

√
x

2x2 .

Zadanie 2.
a) 5x3 − 18x+ 4, b) 6(2x− 1)2, c) 5

√
x

2x + 4 3
√
x

3x ,
d) −1

4x
− 3

2 + 4
5x
− 7

5 , e) −12x−5− 9x−4 + 2x−2, f) x2+10x−16
(x+5)2 ,

g) 10x4+6x2+6x, h) 8ex, i) 16x5+288x3−4x2−4x+36
(x2+9)2 , j) 5

x2 ln e
x ,

k) 6x2 − 2x+ 1, l) x−
2
3 − 1

2x
− 1

4 , m) 30x2 − 42x+ 11,
n) cosx− (x+ 1) sinx, o) 4−cos3 x

cos2 x , p) xex(x+ 2),
r) −1

3x
− 5

3 − 4
5x
− 1

5 , s) sin 2x+2x(cos2 x+1)
2 sinx ,
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t) −7x−
9
2 , u) 9(5x

1
3 +7)−5x−

2
3 (3x−1)

9(5x
1
3 +7)2

.

Zadanie 3.
a) 16e2x, b) 4(1

4 + x)3, c) 11(x− 3)10, d) cos x
2 ,

e) 30 sin 10x cos 5x, f) 4 cos 2x+ 2,
g) 24 cos(2x2 − 7)− 6 sin 2x, h) x−2e

1
x , i) −2(e2x − 1),

j) 2 cosxesinx, k) −9x2+8x−27

2
√
x2−9x+1

√
(3−x2)2

, l) (2− 3x)−
4
3 ,

m) −
√

3
9 sin x

3 , n) 10 sin 10x, o) ex − e−x,
p) 2x cos 3x− 3(x2 + 3) sin 3x, r) −4(4x−5)

4x−3 , s) x
√
x2−1

x2−1 ,
t) 6 ln 5 · 53x + 20 ln 2 · 24x, u) 4(4x− 3)(2x2 − 3x+ 4)3.

Zadanie 4.
4.1) 8x23x(x ln 3 + 3), 4.2) −2x−3 + 5x−2,
4.3) 21(2x2−1)(2x3−3x−1)6, 4.4) (x−4)−(7x2−1) ln(7x2−1)

(7x2−1)(x−4)2 ,

4.5) 2
√

2(3x cos 3x2(cos 2x−7)+sin 2x sin 3x2)
(cos 2x−7)2 , 4.6) 12 cos 2xe3 sin 2x,

4.7) (x− 2)(14
5 x

2
5 − 4x

1
3 )(2x

7
5 − 3x

4
3 ),

4.8) 2 sin 2x sin 4x2+4x cos 4x2(cos 2x−7)
(cos 2x−7)2 , 4.9) 3x−

1
3 sin 2x−

1
2 ,

4.10) 4
4x−3 , 4.11) −

2

3x
2
3 (1+x

1
3 )2

, 4.12) − ex

(ex−1)2 ,

4.13) 2 sin 2x(cosx−sinx)−4 cos 2x(sinx+cosx)
4 sin2 2x

, 4.14) −8x−2 cos 4
x ,

4.15) − sin 2x ecos2 x, 4.16) 1
4x
− 3

4 cos−2 x
1
4 ,

4.17) 6x
sin2 3x3

(
sin2 6x2 − 2(3x2 + 1)

)
, 4.18) −3x

(x−2)2 ,

4.19) 1
2x
− 1

2

(
cos(x

1
2 − 5)− x 1

2 (sin(x
1
2 )− 5)

)
,

4.20) −6xe−x, 4.21) cosx
(1−sinx)2 , 4.22) ctgx,

4.23) 2x(1−x2)−
3
2 sin−2

√
1+x2

1−x2 , 4.24)
3x(4(x3−7)−(6x2+1) ln(6x2+1))

(6x2+1)(x3−7)2 ,

4.25) −5 cos(5x+3), 4.26)
√
x(1−e

√
x)

2x , 4.27) −9 sin 2x, 4.28)
−4
√

8 sinx(
√

8 cosx− 8)3,
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4.29) 8x(x2 + 1)(2x− 3)4e2x2−3,
4.30) 3t+2

4t
1
2 (t+1)

3
4
, 4.31) 2ctg2x, 4.32) 87

30x
57
30 , 4.33) 103

72 x
31
72 ,

4.34) 2 cos−2(2x + 3), 4.35) 3 sin(2x − 7) sin 4(2x − 7),
4.36) − sin

√
x−3√

x−3
, 4.37) 1−lnx·ln lnx

x2 lnx , 4.38) x2(lnx+1)+1

x(x2+1)
3
2

,

4.39) 324(sinx+x cosx)(x sinx−1)2, 4.40)− ln(2−x)−1,
4.41) 27 sin(3x3+1) sin 2(3x3+1), 4.42) 2

√
3

3 x−
2
3 sin 2x

1
3 cos2 x

1
3 ,

4.43) 4tgx
2−7√
x

cos−2 x2−7√
x

3x2+7

2x
3
2
, 4.44) 5(x(1−ex)−(x−ex) ln(x−ex))

25x2(x−ex) ,

4.45) 15(x−5)2(2x3−15x2+2)
(2−x3)4 cos

(
x−5
2−x3

)3, 4.46) x
4 sin 1

x−x(x2+1) cos 1
x

(x2+1)2 ,

4.47) e3x(4−sin 4x)
2 sin2 2x

, 4.48) −ex(2x5−10x4−3)+70x4

(ex−7)2 sin 3−2x5

ex−7 ,

4.49) x
2((2x−3) cosx3−3x3(x−1) sinx3)

(x−1)2 , 4.50) −2x(sinx2−(x2−2) cosx2)
sin2 x2

,
4.51) 32x−7

x−9 (ln 3(x− 9) ln(9− x) + 1),
4.52) −23

√
3(8x− 5)−2 cos−2 3x+1

8x−5 , 4.53)
−3x(x3−24x−8)

(x2−8)(x3+4) ,

4.54) −9e3(e−7x+4e−4x)
(e−2x+2ex)2 ,

4.55) 48x2(4x3 − 7) cos((4x3 − 7)2 + 1),
4.56) 24(x+ 2)−2ctg4−x

x+2 sin−2 2−x
x+2 ,

4.57)−24x3tg(13−x4) cos−2(13−x4)+
√

2, 4.58) sin 8x−8(x−8) cos 8x

3(x−8)(sin2 8x)
5
3

,

4.59) 3x2(x3 − 2 cos 5x) sin 2(x3 − 1) + (3x2 + 10 sin 5x)
(sin2(x3 − 1)− 4), 4.60) 3 sin 2xesin2 x.

:)
My - matematycy, nie jesteśmy normalnymi członkami
społeczeństwa. My próbujemy zrozumieć to, czego nor-
malni ludzie nie umieja̧ zrozumieć.

Marek Bożejko
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Ekstremum funkcji

Jeżeli pierwsza pochodna f ′(x) dla x < x0 jest ujem-
na, dla x = x0 jest równa zeru, a dla x > x0 jest do-
datnia, to funkcja y = f(x) osia̧ga minimum w punk-
cie (x0, f(x0)).

Jeżeli pierwsza pochodna f ′(x) dla x < x0 jest do-
datnia, dla x = x0 jest równa zeru, a dla x > x0

jest ujemna, to funkcja y = f(x) osia̧ga maksimum w
punkcie (x0, f(x0)).

Monotoniczność funkcji

Jeżeli pochodna funkcji jest w pewnym przedziale do-
datnia, to funkcja jest w tym przedziale rosna̧ca.

Jeżeli pochodna funkcji jest w pewnym przedziale ujemna,
to funkcja jest w tym przedziale maleja̧ca.

Przykład 1. Wyznaczyć ekstrema oraz przedziały monotoniczności
funkcji
f(x) = e

1
3x

3−x2−15x+1

Rozwia̧zanie:
Funkcja jest określona dla wszystkich x ∈ <.
W dalszej kolejności liczymy pochodna̧ tej funkcji
f
′
(x) = e

1
3x

3−x2−15x+1 ·
(

1
3x

3 − x2 − 15x+ 1
)′

=

(x2 − 2x− 15)e
1
3x

3−x2−15x+1.
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Szukamy miejsc zerowych pochodnej rozwia̧zuja̧c rów-
nanie (x2 − 2x− 15)e

1
3x

3−x2−15x+1 = 0.
Wartości wyrażenia e

1
3x

3−x2−15x+1 sa̧ dodatnie, a za-
tem należy rozwia̧zać równanie x2 − 2x − 15 = 0.
Jego pierwiastkami sa̧ x = −3 oraz x = 5. Otrzymu-
jemy w ten sposób wszystkie wartości x, przy których
funkcja może osia̧gać ekstremum.

Zbadamy teraz znak pochodnej. Pochodna f ′(x) jest
trójmianem kwadratowym i przyjmuje wartości do-
datnie, gdy x ∈ (−∞ − 3) ∪ (5, ∞) oraz wartości
ujemne, gdy x ∈ (−3, 5).
Obliczamy wartość funkcji dla x = −3 oraz x = 5

otrzymuja̧c f(−3) = e28, f(5) = e−
172
3 =

3
√
e2

e58 .
Sta̧d w punkcie

(
−3, e28

)
jest maksimum, a w punk-

cie
(
5,

3
√
e2

e58

)
jest minimum funkcji.

Badamy monotoniczność funkcji, czyli wyznaczamy
przedziały, w których pierwsza pochodna przyjmuje
wartości dodatnie oraz przedziały, w których pierwsza
pochodna przyjmuje wartości ujemne.

Zatem, gdy x ∈ (−∞ − 3) ∪ (5, ∞), to funkcja
y = f(x) rośnie, gdy x ∈ (−3, 5), to funkcja y = f(x)
maleje.
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Zadanie 1. Wyznaczyć ekstrema oraz przedziały monotoniczności
funkcji

a) y = x4 − 6x2 + 1
4 , b) y = 3

x + x
3 ,

c) y = 4
x2+1 , d) y = x− 9

x2 ,

e) y = x− x
x+1 + 3, f) y = x2

x−1 ,

g) y = 4x
x−1 + x+ 7, h) y = 1−x

x2+4 ,

i) y = 7− x− 4
x−5 , j) y = ex + e−x,

k) y = x2ex, l) y = 2x2

x+3 ,

m) y = 2xe
1
x , n) y = lnx√

x
,

o) y = 2+lnx
2x , p) y = −4x

x2+4 ,

r) y = −x2
√
x2 + 2, s) y =

√
3x

lnx ,

t) y = e
1

1−x2 , u) y = ex − x.
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Przykład 2. Wyznaczyć wartość najwiȩksza̧ i najmniejsza̧ funkcji
f(x) = sin x+ cosx+ 4 w podanym przedziale [0, π].

Rozwia̧zanie:
Funkcja przyjmuje warość najwiȩksza̧ (najmniejsza̧)
na końcach przedziału lub w punkcie, który może być
ekstremum.
Zatem wyznaczamy punkty, w których może istnieć
ekstremum funkcji. W tym celu liczymy pierwsza̧ po-
chodna̧ funkcji i otrzymujemy
f
′
(x) = cos x− sinx. Po przyrównaniu do zera mamy

x = kπ4 lub x = −kπ4 , gdzie k jest dowolna̧ różna̧
od zera liczba̧ całkowita̧. x = π

4 należy do przedziału
[0, π].

Obliczamy teraz wartości funkcji na końcach przedzia-
łu [0, π] oraz w punkcie π

4 .
Sta̧d f(0) = 5, f(π) = 3, f

(
π
4

)
= 4 +

√
2.

Podsumowuja̧c, porównujemy uzyskane wyniki.

W przedziale [0, π] funkcja f(x) = sinx + cosx + 4
osia̧ga wartość najmniejsza̧ dla x = π i wynosi ona 3,
natomiast wartość najwiȩksza̧ osia̧ga dla x = π

4 i jest
ona równa 4 +

√
2.
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Zadanie 2. Wyznaczyć wartość najwiȩksza̧ i najmniejsza̧ funkcji
w podanym przedziale

a) y = 3x2 − 2x+ 5,
[

1
2 , 4

]
,

b) y = 2x2 + 5x− 3, [−5, 2] ,

c) y = x−2
x+2 , [0, 5] ,

d) y = 2x3 + 1, [0, 2] ,

e) y =
√
x(2− x), [3, 5] ,

f) y = 5− 6x2 − 2x3, [−3, 1] ,

g) y = 3− x 3
2 , [−8, 27] ,

h) y = 2x2 lnx, [1, e] ,

i) y = 3x2 − 10x+ 7, [−1, 3] ,

j) y = x4 − 5x2 + 4, [0, 2] ,

k) y = x+ 4
x − 3, [1, 6] ,

l) y = x−1
x+1 , [0, 1] ,

m) y = x4 − 2x− 1, [−1, 2] ,

n) y = x lnx,
[

1
e , e

]
,
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o) y = 5 + 7x− 5x4,
[

1
2 , 3

]
,

p) y = x2 lnx− 5, [1, 3e] ,

r) y = 3− x lnx,
[

1
10 , e

2
]
,

s) y = x3−3
x+1 , [0, 4] ,

t) y = sinx− x,
[
−π

3 ,
π
6

]
,

u) y = 2x− 1
x , [−4, −1] .

Punkty przegiȩcia wykresu funkcji

Jeżeli druga pochodna f ′′(x) dla x < x0 jest ujemna,
dla x = x0 jest równa zeru, a dla x > x0 jest dodatnia,
co wyrażamy mówia̧c: druga pochodna przy przejściu
przez punkt x0 zmienia znak z ujemnego na dodatni,
to wykres funkcji y = f(x) ma punkt przegiȩcia w
punkcie x = x0.

Jeżeli druga pochodna f ′′(x) dla x < x0 jest dodatnia,
dla x = x0 jest równa zeru, a dla x > x0 jest ujemna,
co wyrażamy mówia̧c: druga pochodna przy przejściu
przez punkt x0 zmienia znak z dodatniego na ujemny,
to wykres funkcji y = f(x) ma punkt przegiȩcia w
punkcie x = x0.
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Wypukłość

Jeżeli funkcja f(x) jest w pewnym przedziale dwukrot-
nie różniczkowalna, a jej druga pochodna przyjmuje w
tym przedziale wartości dodatnie, to funkcja f(x) jest
w tym przedziale funkcja̧ wypukła̧.

Jeżeli funkcja f(x) jest w pewnym przedziale dwukrot-
nie różniczkowalna, a jej druga pochodna przyjmuje w
tym przedziale wartości ujemne, to funkcja f(x) jest
w tym przedziale funkcja̧ wklȩsła.

Przykład 3. Wyznaczyć punkty przegiȩcia oraz przedziały wypu-
kłości i wklȩsłości funkcji f(x) = (x− 1)e

1
x .

Rozwia̧zanie:
Funkcja jest określona dla x ∈ </{0}. W celu wy-
znaczenia punktów przegiȩcia wykresu funkcji, liczy-
my druga̧ pochodna̧ funkcji korzystaja̧c ze wzorów na
pochodna̧ iloczynu i ilorazu dwóch funkcji:
f
′
(x) = e

1
x + (x− 1)e

1
x

(
− 1
x2

)
= x2−x+1

x2 e
1
x ,

f
′′
(x) =

(
x2−x+1

x2

)′
e

1
x + x2−x+1

x2

(
e

1
x

)′

f
′′
(x) =

(
(x2−x+1)

′
x2−(x2−x+1)(x2)

′

x4

)′
e

1
x + x2−x+1

x2 e
1
x

(
1
x

)′
f
′′
(x) = (2x−1)x2−(x2−x+1)2x

x4 e
1
x + x2−x+1

x2 e
1
x

(−1
x2

)
f
′′
(x) = (2x−1)x2−(x2−x+1)2x−(x2−x+1)

x4 e
1
x

f
′′
(x) = −x+1

x4 e
1
x .

Szukamy miejsc zerowych drugiej pochodnej rozwia̧-
zuja̧c równanie−x+1

x4 e
1
x = 0. Funkcja g(x) = e

1
x przyj-
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muje wartości dodatnie, zatem równanie jest spełnione,
gdy x+1

x4 = 0, czyli gdy x = −1.

Aby stwierdzić, czy punkt x = −1 jest punktem przegiȩcia
należy zbadać znak drugiej pochodnej
f
′′
(x) = −x+1

x4 e
1
x .

Jak już nadmieniono, funkcja g(x) = e
1
x przyjmuje

wartości dodatnie, zaś funkcja h(x) = x4 przyjmuje
w zbiorze </{0} również wartości dodatnie, zatem
druga pochodna jest dodatnia, gdy x ∈ (−∞, −1)
oraz ujemna, gdy x ∈ (−1, 0) ∪ (0, ∞). W punk-
cie x0 = −1 druga pochodna zmienia znak, czyli po
obliczeniu f(−1) = −2

e możemy powiedzieć,że punkt(
−1, −2

e

)
jest punktem przegiȩcia.

Wypukłość funkcji:
Gdy x ∈ (−∞, −1), to funkcja
f(x) = (x− 1)e

1
x jest wypukła,

gdy x ∈ (−1, 0)∪(0, ∞), to funkcja f(x) = (x−1)e
1
x

jest wklȩsła.
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Zadanie 3. Wyznaczyć punkty przegiȩcia oraz przedziały wypu-
kłości i wklȩsłości funkcji

a) y = 5−x
2x+3 ,

b) y = 3x−1
x−2 ,

c) y = 2x3 − 15x2 + 3,

d) y = x4 − 6x2 +
√

5,

e) y = x4

6 + x3 + 2x2 + 2x− 1,

f) y = 2x3

3 −
x2

2 − 15x+ 22,

g) y = 4x3 − 27x2 − 30x+ 2,

h) y = x4

12 −
2x3

3 + 3x2

2 + 5x− 3,

i) y = x4

2 + 7x3 + 36x2 + 6x+
√

5,

j) y = x4

6 + x3

3 − 2x2 + 6x− 1,

k) y = (lnx)2 − 2 lnx,

l) y = xe−x + 5,

m) y = x2 lnx− e,
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n) y = exe−x,

o) y = 1
lnx +

√
e,

p) y = x2 + 1
x2 − 3,

r) y = 2
ex−1 ,

s) y = x
√

9− x2,

t) y = x3e−x,

u) y = 4
√
x

x+2 .

Równanie stycznej do wykresu funkcji

Równanie stycznej do wykresu funkcji y = f(x)
w punkcie (x0, f(x0)) ma postać

y = f(x0) + f
′
(x0)(x− x0).

Przykład 4. Wyznaczyć nieznane współczynniki a, b, c, d tak,
aby krzywa o równaniu y = ax3+bx2+c

x2−d posiadała asym-
ptotȩ ukośna̧ y = 2x+ 3, asymptoty pionowe x = −4
i x = 4 oraz aby styczna do wykresu funkcji prze-
chodziła przez punkt (1, −1). Napisać równanie tej
stycznej.

Rozwia̧zanie:
Dziedzina̧ funkcji y = ax3+bx2+c

x2−d jest zbiór
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</{−
√
d,
√
d}. Proste x = −4 i x = 4 bȩda̧ asymp-

totami pionowymi funkcji, gdy
√
d = 4 oraz

−
√
d = −4, czyli gdy d = 16.

W celu wyznaczenia asymptoty ukośnej o równaniu
y = 2x+ 3 liczymy dwie granice

lim
x→∞

f(x)

x
= lim

x→∞
ax3 + bx2 + c

x(x2 − 16)
= lim

x→∞
ax3 + bx2 + c

x3 − 16x
Po podzieleniu licznika i mianownika ułamka przez x3

otrzymujemy lim
x→∞

a+ b
x + c

x2

1− 16
x2

= a. Współczynnik kie-

runkowy prostej bȩda̧cej asymptota̧ ukośna̧ jest równy
2, a co za tym idzie a = 2.
W dalszej kolejności liczymy granicȩ

lim
x→∞ (f(x)− 2x) = lim

x→∞

2x3 + bx2 + c

x2 − 16
− 2x

 =

lim
x→∞

2x3 + bx2 + c− 2x3 + 32x

x2 − 16
= lim

x→∞
bx2 + 32x+ c

x2 − 16
.

Po podzieleniu licznika i mianownika ułamka przez x2

otrzymujemy lim
x→∞

b+ 32
x + c

x2

1− 16
x2

= b.

Po porównaniu ze współczynnikiem przesuniȩcia pro-
stej bȩda̧cej asymptota̧ ukośna̧ otrzymujemy, że b = 3.

Aby móc narysować styczna̧ do wykresu funkcji
y = ax3+bx2+c

x2−d przechodza̧ca̧ przez punkt (1, −1), punkt
ten musi należeć do wykresu funkcji. A zatem f(1) =
2·13+3·12+c

12−16 = 5+c
−15 . Czyli

5+c
−15 = −1. Sta̧d c = 10.
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Podsumowuja̧c:
szukana krzywa ma postać y = 2x3+3x2−10

x2−16 .

W celu napisania równania stycznej do krzywej
y = 2x3+3x2−10

x2−16 w punkcie (1, −1) liczymy pochodna̧
funkcji korzystaja̧c ze wzoru na pochodna̧ ilorazu dwóch
funkcji
f
′
(x) = (2x3+3x2−10)

′
(x2−16)−(2x3+3x2−10)(x2−16)

′

(x2−16)2 =

(6x2+6x)(x2−16)−(2x3+3x2−10)2x)
′

(x2−16)2 =
6x4−96x2+6x3−96x−4x4−6x3−20x

(x2−16)2 = 2x(x3−48x−38)
(x2−16)2 . Nastȩpnie

obliczamy f ′(1) = 2(1−48−38)
(1−16)2 = 34

45 .
Ponieważ f(1) = −1, wiȩc równanie stycznej ma po-
stać
y = −1 + 34

45(x− 1), czyli y = 34
45x−

79
45 .
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Zadanie 4. Styczna do wykresu funkcji

4.1) Napisać równanie stycznej do wykresu funkcji
y = sinx w punkcie x0 = π

4 .

4.2) Napisać równanie stycznej do wykresu funkcji
y = cos 2x w punkcie x0 = π

4 .

4.3) Napisać równanie stycznej do wykresu funkcji
y = 3x2 − 2x+ 5 w punkcie x0 = 4.

4.4) Napisać równanie stycznej do wykresu funkcji
y = −5x3 − 6x2 + 2x− 4 w punkcie x0 = 0.

4.5) Napisać równanie stycznej do wykresu funkcji
y = 2x2 − 3 prostopadłej do prostej x+ y − 7 = 0.

4.6) Napisać równanie stycznej do wykresu funkcji
y = −8x3−4x+1 prostopadłej do prostej 2x−y−1 =
0.

4.7) Napisać równanie stycznej do wykresu funkcji
y = 5x2 − 6 równoległej do prostej 2x− y − 1 = 0.

4.8) Napisać równanie stycznej do wykresu funkcji
y = 2x3 − 9x2 + 12x+ 1,
4.8.1) równoległej do osi ox,
4.8.2) równoległej do prostej y = 12x− 1,
4.8.3) prostopadłej do prostej y = − 1

36x+ 1.
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4.9) Wyznacz współrzȩdne punktu należa̧cego do krzy-
wej y = x2 + 2x − 1 i takiego, że styczna do krzywej
w tym punkcie jest
4.9.1) równoległa do osi ox,
4.9.2) równoległa do prostej y = 2x+ 3,
4.9.3) prostopadła do prostej y = −1

4x+ 1.

4.10) Wyznaczyć nieznane współczynniki tak, aby speł-
nione były podane własności

4.10.1) współczynniki a, b, c, d tak, aby krzywa o
równaniu y = ax2+bx+c

x+d posiadała asymptotȩ ukośna̧
y = x + 3, asymptotȩ pionowa̧ x = 2 i aby przecho-
dziła przez punkt A (0, 2) ,

4.10.2) współczynniki a, b, c, d, e tak, aby krzywa o
równaniu y = ax3+bx2+cx+d

x2+e posiadała asymptotȩ ukośna̧
y = 2x+ 3, asymptoty pionowe x = −1 i x = 1 i aby
przechodziła przez punkty A (0, −2) oraz B (2, 16)
.
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Odpowiedzi

Zadanie 1.
a) max(0, 1

4), min(
√

3, −83
4), min(−

√
3, −83

4), x ∈
(
√

3, 0)∪ (
√

3, ∞) ⇒ f(x)↗ x ∈ (−∞,
√

3)∪ (0,
√

3)
⇒ f(x)↘,
b) max(−3, 2), min(3, 2), x ∈ (−∞, −3) ∪ (3, ∞) ⇒
f(x)↗, x ∈ (−3, 0) ∪ (0, 3) ⇒ f(x)↘,
c) max(0, 4), x ∈ (−∞, 0) ⇒ f(x) ↗, x ∈ (0, ∞) ⇒
f(x)↘,
d) max(− 3

√
18, 1

2
3
√

18), x ∈ (−∞, − 3
√

18) ∪ (0, ∞) ⇒
f(x)↗, x ∈ (− 3

√
18, 0) ⇒ f(x)↘,

e) max(−2, −1), min(0, 3), x ∈ (−∞, −2) ∪ (0, ∞)
⇒ f(x)↗, x ∈ (−2, −1) ∪ (−1, 0) ⇒ f(x)↘,
f) max(0, 0), min(2, 4), x ∈ (−∞, 0) ∪ (2, ∞) ⇒
f(x)↗, x ∈ (0, 1) ∪ (1, 2) ⇒ f(x)↘,
g) max(−1, 8), min(3, 16), x ∈ (−∞, −1)∪ (3, ∞) ⇒
f(x)↗, x ∈ (−1, 1) ∪ (1, 3) ⇒ f(x)↘,
h) max(−1, 1

2), min(3, −1
6), x ∈ (−∞, −1)∪ (3,∞)⇒

f(x)↗, x ∈ (−1, 3) ⇒ f(x)↘,
i)max(7, −2), min(3, 6), x ∈ (3, 5)∪(5, 7)⇒ f(x)↗,
x ∈ (−∞, 3) ∪ (7, ∞) ⇒ f(x)↘,
j) min(0, 2), x ∈ (0, ∞) ⇒ f(x) ↗, x ∈ (−∞, 0) ⇒
f(x)↘,
k) max(−2, 4e−2), min(0, 0), x ∈ (−∞, −2) ∪ (0, ∞)
⇒ f(x)↗, x ∈ (−2, 0) ⇒ f(x)↘,
l) max(−6, −24), min(0, 0), x ∈ (−∞, −6) ∪ (0, ∞)
⇒ f(x)↗, x ∈ (−6, −3) ∪ (−3, 0) ⇒ f(x)↘,
m) min(1, 2e), x ∈ (1, ∞) ⇒ f(x)↗, x ∈ (−∞, 1) ⇒
f(x)↘,
n) max(e2, 2

e),, x ∈ (−∞, e2) ⇒ f(x) ↗, x ∈ (e2, ∞)
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⇒ f(x)↘,
o) max(1

e ,
1
2e), x ∈ (−∞, 1

e) ⇒ f(x) ↗, x ∈ (1
e , ∞) ⇒

f(x)↘,
p)max(−

√
2, 2

√
2

3 ), min(
√

2, −2
√

2
3 ), x ∈ (−∞, −

√
2)∪

(
√

2, ∞) ⇒ f(x)↗, x ∈ (−
√

2,
√

2) ⇒ f(x)↘,
r) max(0, 0), x ∈ (−∞, 0) ⇒ f(x) ↗, x ∈ (0, ∞) ⇒
f(x)↘,
s) min(e,

√
3e), x ∈ (−∞, e)⇒ f(x)↗, x ∈ (0, ∞)⇒

f(x)↘,
t) max(0, e), x ∈ (−∞, e) ⇒ f(x) ↗, x ∈ (0, ∞) ⇒
f(x)↘,
u) min(0, 1), x ∈ (0, ∞) ⇒ f(x) ↗, x ∈ (−∞, 0) ⇒
f(x)↘.

Zadanie 2.

wart.najmn. wart.najw.

a f(1
2) = 43

4 f(4) = 45

b f(−5
4) = −61

8 f(2) = 15

c f(0) = −1 f(5) = 3
7

d f(0) = 1 f(2) = 17

e f(2) = 0 f(1) = 1

f f(−2) = f(1) = −3 f(−3) = 5
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wart.najmn. wart.najw.

g f(27) = −6 f(−8) = −1

h f(1) = 0 f(e) = 2e2

i f(5
3) = −4

3 f(−1) = 20

j f(
√

5
2) = −9

4 f(2) = 0

k f(2) = 1 f(6) = 11
3

l f(0) = −1 f(1) = 0

m f(−1) = 2 f(2) = 11

n f(1
e) = −1

e f(e) = e

o f(3) = −379 f( 3
√

7
20) = 5 + 21

4
3
√

7
20

p f(1) = −5 f(3e) = 9e2 ln 3e

r f(e2) = 3− 2e2 f(1
e) = 3 + 1

e

s f(0) = −4 f(−2) = f(4) = 12

t f(0) = 0 f(π6 ) = π+3
6

u f(−4) = −31
4 f(−1) = −1
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Zadanie 3.
a) Brak punktów przegiȩcia, dla każdego x należa̧cego do
dziedziny funkcji, jej wykres jest funkcja̧ wypukła̧.
b) Brak punktów przegiȩcia, gdy x ∈ (−∞, 2), to f(x)
jest wypukła, gdy x ∈ (2, ∞), to f(x) jest wklȩsła.
c) Punkt przegiȩcia (2, 5, −59, 5), gdy x ∈ (−∞, 2, 5),
to f(x) jest wypukła, gdy x ∈ (2, 5, ∞), to f(x) jest
wklȩsła.
d) Punkt przegiȩcia (−1, −5 +

√
5), (1, −5 +

√
5), gdy

x ∈ (−1, 1), to f(x) jest wypukła, gdy x ∈ (−∞, −1) ∪
(1, ∞), to f(x) jest wklȩsła.
e) Punkt przegiȩcia (−2, −7

3), (−1, −11
5 ), gdy x ∈ (−2, −1),

to f(x) jest wypukła, gdy x ∈ (−∞, −2) ∪ (−1, ∞), to
f(x) jest wklȩsła.
f) Punkt przegiȩcia (1

4 , 1825
96), gdy x ∈ (−∞, 1

4), to f(x)
jest wypukła, gdy x ∈ (1

4 , ∞), to f(x) jest wklȩsła.
g) Punkt przegiȩcia (9

4 , −1565
8), gdy x ∈ (−∞, 9

4), to
f(x) jest wypukła, gdy x ∈ (9

4 , ∞), to f(x) jest wklȩsła.
h) Punkt przegiȩcia (1, 211

12), (3, 141
4), gdy x ∈ (1, 3), to

f(x) jest wypukła, gdy x ∈ (−∞, 1) ∪ (3, ∞), to f(x)
jest wklȩsła.
i) Punkt przegiȩcia (3, 571, 5 +

√
5), (4, 1176 +

√
5),

gdy x ∈ (3, 4), to f(x) jest wypukła, gdy x ∈ (−∞, 3)∪
(4, ∞), to f(x) jest wklȩsła.
j) Punkt przegiȩcia (−2, −21), (1, 7

2), gdy x ∈ (−2, 1),
to f(x) jest wypukła, gdy x ∈ (−∞, −2) ∪ (1, ∞), to
f(x) jest wklȩsła.
k) Punkt przegiȩcia (1, 0), gdy x ∈ (1, ∞), to f(x) jest
wypukła, gdy x ∈ (0, 1), to f(x) jest wklȩsła.
l) Punkt przegiȩcia (2, 2e−2 + 5), gdy x ∈ (−∞, 2), to
f(x) jest wypukła, gdy x ∈ (2, ∞), to f(x) jest wklȩsła.
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m) Punkt przegiȩcia (e−
3
2 , e−

9
2 − e), gdy x ∈ (0, e−

3
2 ),

to f(x) jest wypukła, gdy x ∈ (e−
3
2 , ∞), to f(x) jest

wklȩsła.
n) Punkt przegiȩcia (2, 2

e), gdy x ∈ (2, ∞), to f(x) jest
wypukła, gdy x ∈ (−∞, 2), to f(x) jest wklȩsła.
o) Punkt przegiȩcia (e−2, −1

2 +
√
e), gdy x ∈ (e−2, 1), to

f(x) jest wypukła, gdy x ∈ (0, e−2) ∪ (1, ∞), to f(x)
jest wklȩsła.
p) Brak punktów przegiȩcia, dla każdego x należa̧cego do
dziedziny funkcji, jej wykres jest funkcja̧ wypukła̧.
r) Brak punktów przegiȩcia, dla każdego x należa̧cego do
dziedziny funkcji, jej wykres jest funkcja̧ wypukła̧.
s) Punkt przegiȩcia (0, 0), gdy x ∈ (0, 3), to f(x) jest
wypukła, gdy x ∈ (−3, 0), to f(x) jest wklȩsła.
t) Punkt przegiȩcia (0, 0), (3 −

√
3, (3 −

√
3)3e3−

√
3),

(3 +
√

3, (3 +
√

3)3, e−3−
√

3), gdy x ∈ (0, 3−
√

3)∪ (3 +√
3, ∞), to f(x) jest wypukła, gdy x ∈ (−∞, 0) ∪ (3 −√
3, 3 +

√
3), to f(x) jest wklȩsła.

u) Punkt przegiȩcia (2 + 4
3

√
3, (
√

3 − 1)
√

6 + 4
√

3), gdy
x ∈ (2 + 4

3

√
3, ∞), to f(x) jest wypukła, gdy x ∈

(0, 2 + 4
3

√
3), to f(x) jest wklȩsła.

Zadanie 4.
4.1) y =

√
2

2 x+
√

2
2 −

π
√

2
8 ,

4.2) y = −2x+ π
2 ,

4.3) y = 22x− 43,
4.4) y = 2x− 4,
4.5) y = x− 25

8 ,
4.6) y = −1

2x+ 3
√

3
4 ,

4.7) y = 2x+ 109,
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4.8.1) W punkcie (1, 6) : y = 6, w punkcie (2, 5) : y = 5,
4.8.2) W punkcie (0, 1) : y = 12x + 1, w punkcie (3, 10) :
y = 37x− 101,
4.8.3) W punkcie (−1,−22) : y = 36x + 14, w punkcie
(4, 65) : y = 0,
4.9.1) W punkcie (−1,−2) : y = −2,
4.9.2) W punkcie (0,−1) : y = 2x− 1,
4.9.3) W punkcie (1, 2) : y = 6x− 4,
4.10.1) y = x2+x−4

x−2 ,
4.10.2) y = 2x3+3x2+x+2

x−1 .

:) Czysta matematyka to poezja logicznego myślenia.

Albert Einstein
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Wyrażenie nieoznaczone postaci 0
0

Iloraz funkcji f(x) i g(x) określonych w pewnym sa̧siedztwie
punktu x = a jest wyrażeniem nieoznaczonym postaci
0
0 , jeżeli lim

x→a f(x) = 0 i lim
x→a g(x) = 0.

Reguła de L’Hospitala

Granica ilorazu dwóch funkcji da̧ża̧cych do zera przy
x → a i maja̧cych pierwsze pochodne w pewnym
sa̧siedztwie punktu x = a jest równa granicy ilorazu
pochodnych tych funkcji przy x→ a, o ile granica po
prawej stronie wzoru istnieje

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a
f
′
(x)

g′(x)
.
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Przykład 1. Wyznaczyć granicȩ lim
x→0

cos3 7x− 1

e4x − 1
.

Rozwia̧zanie:
W granicy wystȩpuja̧ dwie funkcje f(x) = cos3 7x−1,
g(x) = e4x−1. Ponadto lim

x→0
f(x) = lim

x→0

(
cos3 7x− 1

)
=

cos 0 − 1 = 1 − 1 = 0, lim
x→0

g(x) = lim
x→0

(
e4x − 1

)
=

e0 − 1 = 1 − 1 = 0. Obliczamy pochodne funkcji ko-
rzystaja̧c ze wzoru na pochodna̧ funkcji złożonej:
f
′
(x) = 3 cos2 7x(− sin 7x) · 7, g′(x) = e4x · 4.

Stosuja̧c regułȩ de L’Hospitala otrzymujemy

lim
x→0

cos3 7x− 1

e4x − 1
= lim

x→0

−21 cos2 7x sin 7x

e4x

Obliczamy lim
x→0

cos2 7x sin 7x = cos2 0 sin 0 = 1 · 0 = 0

oraz lim
x→0

e4x = e0 = 1.

Zatem lim
x→0

cos3 7x− 1

e4x − 1
=

0

1
= 0.
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Zadanie 1. Wyznaczyć granicȩ funkcji, w której wystȩpuje wyra-
żenie nieoznaczone postaci 0

0

a) lim
x→0

ex − e−x

3 sinx
, b) lim

x→0

x− tgx

x2tgx
,

c) lim
x→0

x− sinx

x3
, d) lim

x→0

3 cosx− 3 + x2

x2 sinx
,

e) lim
x→0

cosx− 1

2x
, f) lim

x→1

5x− 5

3 lnx
,

g) lim
x→0

ex − 1

6x3 − 67x
, h) lim

x→1+

8 ln(
√
x)

x− 1
,

i) lim
x→0

17x − 123x

9x
, j) lim

x→0

sin2 2x

3x2
,

k) lim
x→π

tgx

sin 2x
, l) lim

x→π
4

sinx− cosx

2 cos 2x
,

m) lim
x→0

x√
1 + 4x− 1

, n) lim
x→a

√
ax− x
x− a

,

o) lim
x→0

√
1 + x−

√
1− x√

11 x
, p) lim

x→π

√
1− tgx−

√
tgx+ 1

sin 2x
,

r) lim
x→−3

4x+ 12

x3 + 27
, s) lim

x→5

25− x2

√
5x− 5

,

t) lim
x→−1

x2 − x− 2

x3 + 1
, u) lim

x→π
1 + cos x

sinx
.
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Wyrażenie nieoznaczone postaci ∞∞

Iloraz funkcji f(x) i g(x) określonych w pewnym sa̧siedztwie
punktu x = a jest wyrażeniem nieoznaczonym postaci
∞
∞ , jeżeli
lim
x→a f(x) =∞ i lim

x→a g(x) =∞.

Reguła de L’Hospitala przybiera ma taka̧ sama̧ postać
jak w przypadku wyrażenia nieoznaczonego postaci 0

0 .

Przykład 2. Wyznaczyć granicȩ lim
x→0

lnx2

5x3 + 1
.

Rozwia̧zanie:
W zadaniu mamy f(x) = ln x2, g(x) = 5x3 + 1.
Ponadto
lim
x→∞ f(x) = lim

x→∞

(
lnx2

)
=∞,

lim
x→∞ g(x) = lim

x→∞

(
5x3 + 1

)
=∞.

Obliczamy pochodne funkcji korzystaja̧c ze wzoru na
pochodna̧ funkcji złożonej:
f
′
(x) = 2 lnx2 · 1

x2 · 2x = 4 lnx
x , g′(x) = 15x2.

Stosuja̧c regułȩ de L’Hospitala otrzymujemy

lim
x→∞

lnx2

5x3 + 1
= lim

x→∞

4 lnx
x

15x2
= 4

15 lim
x→∞

lnx

x3
.

Obliczamy:
lim
x→∞ lnx =∞ oraz lim

x→∞x
3 =∞.

Ponieważ (lnx)
′

= 1
x oraz

(
x3
)′

= 3x2 stosuja̧c po-
nownie regułȩ de L’Hospitala i mamy
4
15 lim
x→∞

lnx

x3
= 4

15 lim
x→∞

1
x

3x2
= 4

45 lim
x→∞

1

x3
= 0.
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Zadanie 2. Wyznaczyć granicȩ funkcji, w której wystȩpuje wyra-
żenie nieoznaczone postaci ∞∞
a) lim

x→∞
x2 − 6

ex
, b) lim

x→∞
ex

2x5 + 9
,

c) lim
x→∞

ln(lnx)

x
, d) lim

x→∞
3x2

lnx
,

e) lim
x→π

2
−

tgx

ln(cosx)
, f) lim

x→∞
5x+ 1√
5x2 + 1

,

g) lim
x→∞

 7x2

1− x2
+ 7

1
x

, h) lim
x→∞

√
9x2 + 1

9x− 1
,

i) lim
x→∞

1− 5x

1 + 5x+1
, j) lim

x→∞
7− 3x

4 + 3x+1
,

k) lim
x→−∞

x2 + 3x+ 1

x3 − 8
, l) lim

x→∞
22x+3 − 5

4x+1 + 3
,

m) lim
x→0+

lnx

1 + 3 ln sinx
, n) lim

x→0

3x−1

2ctg4x
,

o) lim
x→0+

ctgx

ln 3x
, p) lim

x→∞
e3x

(x+ 1)2
,

r) lim
x→∞

lnx√
x
, s) lim

x→0+

e2x − 1

ln(1 + 2x)
,

t) lim
x→∞

lnx√
x2 − 1

, u) lim
x→0+

lnx

1 + 2 lnx
.
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Wyrażenie nieoznaczone postaci ∞ · 0

Iloczyn funkcji f(x) i g(x) określonych w pewnym
sa̧siedztwie punktu x = a jest wyrażeniem nieozna-
czonym postaci ∞ · 0, jeżeli lim

x→a f(x) =∞ lub
lim
x→a f(x) = −∞ i jednocześnie lim

x→a g(x) = 0.

Wówczas oczywiście lim
x→a

1

f(x)
= 0 i stosuja̧c przek-

ształcenie
f(x)g(x) =

g(x)
1

f(x)

otrzymujemy iloraz funkcji g(x) przez 1
f(x) , który w

punkcie x = a jest wyrażeniem nieoznaczonym postaci
0
0 . Reguła de L’Hospitala przybiera taka̧ sama̧ postać
jak w przypadku wyrażenia nieoznaczonego postaci 0

0 .

Analogicznie, możemy zastosować przekształcenie

f(x)g(x) =
f(x)

1
g(x)

otrzymujemy iloraz funkcji f(x) przez 1
g(x) , który w

punkcie x = a jest wyrażeniem nieoznaczonym postaci
∞
∞ . Reguła de L’Hospitala przybiera taka̧ sama̧ postać
jak w przypadku wyrażenia nieoznaczonego postaci ∞∞ .
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Przykład 3. Wyznaczyć granicȩ lim
x→1

lnx

(
3x

x2 − 1
+ 1

)
.

Rozwia̧zanie:
Mamy f(x) = ln x, g(x) = 3x

x2−1 + 1.
Ponadto, lim

x→1
f(x) = lim

x→1
lnx = 0,

lim
x→1

g(x) = lim
x→1

(
3x

x2 − 1
+ 1

)
=∞.

Stosujemy przekształcenie i mamy

lim
x→1

lnx

(
3x

x2 − 1
+ 1

)
= lim

x→1

lnx
1

3x
x2−1+1

=

lim
x→1

lnx
1

x2+3x−1
x2−1

= lim
x→1

lnx
x2−1

x2+3x−1

.

Zauważmy, że lim
x→1

x2 − 1

x2 + 3x− 1
= 0. Korzystamy za-

tem z reguły de L’Hospitala dla wyrażenia nieozna-
czonego postaci 0

0 .
W kolejnym kroku obliczamy pochodne
(lnx)

′
= 1

x ,(
x2−1

x2+3x−1

)′
= 2x(x2+3x−1)−(x2−1)(2x+3)

(x2+3x−1)2 = 3(x2+1)
(x2+3x−1)2 .

Stosuja̧c regułȩ de L’Hospitala otrzymujemy

lim
x→1

lnx

(
3x

x2 − 1
+ 1

)
=

1

3
lim
x→1

(x2 + 3x− 1)2

(x2 + 1)x
=

1
3 ·

9
2 = 3

2 , po podstawieniu za x liczby 1.
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Zadanie 3. Wyznaczyć granicȩ funkcji, w której wystȩpuje wyra-
żenie nieoznaczone postaci 0 · ∞

a) lim
x→0+

√
5x2 lnx, b) lim

x→0
(1− e5x)ctgx,

c) lim
x→0

(3 cosx− 3 + x2)x−2, d) lim
x→0

x2e
1
x ,

e) lim
x→1

(1− x)tg

(
π

2
x

)
, f) lim

x→∞x
2e−x,

g) lim
x→π(π − x)tg

x

2
, h) lim

x→0+
x ln2 x,

i) lim
x→∞x

7e−x, j) lim
x→∞x

(
e

1
x − 1

)
,

k) lim
x→∞x

2
(
e

1
x − 1

)
, l) lim

x→0+
x lnx,

m) lim
x→∞x

2e−x, n) lim
x→1

x3 − 1

x3
tg
πx

2
,

o) lim
x→1

(x2 − 1)−0,5 lnx, p) lim
x→0

(3x)−1 sin 5x,

r) lim
x→π

2
+

(
x− π

2

)
tgx, s) lim

x→−∞
(x2 − 3)ex,

t) lim
x→1−

(1− x) ln(1− x), u) lim
x→∞xe

1
x .



civ ROZDZIAŁ 6: REGUŁA DE L’HOSPITALA

Wyrażenie nieoznaczone postaci ∞−∞

Jeżeli f(x) → ∞ oraz g(x) → ∞, gdy x → a lub
f(x)→ −∞ oraz g(x)→ −∞, gdy x→ a, to mamy
wtedy symbol nieoznaczony postaci ∞−∞.

Jeżeli f(x) = 1
u(x) oraz g(x) = 1

v(x) , to wtedy przy
x→ a mamy u(x)→ 0, v(x)→ 0 i otrzymujemy

f(x)− g(x) =
1

u(x)
− 1

v(x)
=
v(x)− u(x)

u(x)v(x)
.

Ostatecznie przy x → a wyrażenie przyjmuje postać
0
0 i możemy stosować poznane metody.

Przykład 4. Wyznaczyć granicȩ lim
x→0

(
1

4x2 + x
− 1

ex − 1

)
.

Rozwia̧zanie:

W przykładzie f(x) = 1
4x2+x , g(x) = 1

ex−1 . Przy
x→ 0 obie te funkcje da̧ża̧ do nieskończoności. Czyli

w granicy lim
x→0

(
1

4x2 + x
− 1

ex − 1

)
wystȩpuje wyraże-

nie postaci∞−∞. Stosuja̧c powyższe przekształcenie
otrzymujemy, że u(x) = 4x2 +x i v(x) = ex−1. Przy
x→ 0 obie te funkcje da̧ża̧ do zera. Odejmuja̧c ułamki
otrzymujemy wyrażenie ex−1−4x2−x

(4x2+x)(ex−1) , które w punkcie
x = 0 jest wyrażeniem nieoznaczonym postaci 0

0 . Przy
obliczaniu granicy otrzymanego wyrażenia stosujemy
dwukrotnie regułȩ de L’Hospitala:
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lim
x→0

(
1

4x2 + x
− 1

ex − 1

)
= lim

x→0

 ex − 1− 4x2 − x
(4x2 + x)(ex − 1)

 =

lim
x→0

 ex − 8x− 1

(8x+ 1)(ex − 1) + (4x2 + x)ex

 =

lim
x→0

 ex − 8

8(ex − 1) + ex(8x+ 1) + ex(8x+ 1) + ex(4x2 + x)

 =

−7
2 , po podstawieniu za x liczby 0.

Przykład 5. Wyznaczyć granicȩ
lim
x→∞

(√
8x4 − 2x+ 1−

√
8x4 − 5x− 3

)
.

Rozwia̧zanie:
W przykładzie wystȩpuje wyrażenie postaci ∞−∞.
Wyrażenie to należy sprowadzić do symbolu postaci 0

0 .
W tym celu wyrażenie w nawiasie mnożymy i dzielimy
przez

√
8x4 − 2x+ 1 +

√
8x4 − 5x− 3 otrzymuja̧c po

zastosowaniu wzoru skróconego mnożenia
lim
x→∞

(√
8x4 − 2x+ 1−

√
8x4 − 5x− 3

)
=

lim
x→∞

8x4 − 2x+ 1− (8x4 − 5x− 3)√
8x4 − 2x+ 1 +

√
8x4 − 5x− 3

=

lim
x→∞

3x+ 4√
8x4 − 2x+ 1 +

√
8x4 − 5x− 3

.

Przy x → ∞ wyrażenia znajduja̧ce siȩ w liczniku i
w mianowniku ułamka da̧ża̧ do nieskoćzoności i stosu-
jemy regułȩ de L’Hospitala. Zauważmy, że
(3x+ 4)

′
= 3,

(√
8x4 − 2x+ 1

)′
= 32x3−2

2
√

8x4−2x+1
,(√

8x4 − 5x− 3
)′

= 32x3−5
2
√

8x4−5x−3
. A zatem powyższa

granica jest równa
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lim
x→∞

3
32x3−2

2
√

8x4−2x+1
+ 32x3−5

2
√

8x4−5x−3

.

Wyrażenia wystȩpuja̧ce w mianowniku ułamka pod
pierwiastkiem dzielimy przez x4, a licznik dzielimy
przez x2. Mamy

lim
x→∞

3
32x− 2

x2

2
√

8− 2
x3

+ 1
x4

+
32x− 5

x2

2
√

8− 5
x3
− 3
x4

=

lim
x→∞

3
64x
2
√

8

= lim
x→∞

3
√

2

16x
= 0.
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Zadanie 4. Wyznaczyć granicȩ funkcji, w której wystȩpuje wyra-
żenie nieoznaczone postaci ∞−∞

a) lim
x→

(
1

ex − 1
− 1

x

)
, b) lim

x→0

(
1

sinx
− 1

x

)
,

c) lim
x→0

(
1

x3
− 1

x

)
, d) lim

x→0

(
1

x2
− 1

sin2 x

)
,

e) lim
x→2

(
3

x− 2
− 12

x2 − 4

)
, f) lim

x→∞

(
x−
√
x2 − a2

)
,

g) lim
x→∞

(
x−
√
x2 − x+ 2

)
, h) lim

x→1

(
6

1− x
− 7

x− 1

)
,

i) lim
x→∞

(√
x2 + 6x− x

)
, j) lim

x→−∞

(
x2 + x

)
,

k) lim
x→∞

(√
x2 + x+ 1−

√
x2 − x

)
, l) lim

x→0

(
1

x sinx
− 1

x2

)
,

m) lim
x→π

2

(
sinx

cos2 x
− tg2x

)
, n) lim

x→∞

(√
x2 + 3−

√
x2 − 3

)
,

o) lim
x→∞

(√
3x2 + 1− x

)
, p) lim

x→0

1

x
− 1

ln(x+ 1)

,

r) lim
x→∞

(√
9x2 + 4x− 5− 3x

)
, s) lim

x→1

(
1

x− 1
− 1

lnx

)
,

t) lim
x→∞

(√
x2 + ax−

√
x2 − ax

)
, u) lim

x→0

(
1

3x2
− 1

3xtgx

)
.
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Wyrażenie nieoznaczone postaci 00

Jeżeli dane sa̧ funkcje u(x) i v(x) określone w pewnym
sa̧siedztwie punktu x = a (może to być sa̧siedztwo
jednostronne), przy czym u(x) > 0 dla wszystkich
x 6= a należa̧cych do tego otoczenia, to wyrażenie

f(x) = (u(x))v(x)

jest wyrażeniem nieoznaczonym postaci 00, jeżeli przy
x→ a mamy u(x)→ 0 oraz v(x)→ 0.
Ponieważ u(x) > 0, wiȩc obie strony powyższego rów-
nania możemy zlogarytmować i otrzymamy

ln f(x) = v(x) lnu(x).

Ponadto, jeżeli lim
x→a v(x) lnu(x) = A, to

lim
x→a f(x) = eA.

Ostatecznie przy x→ a wyrażenie v(x) lnu(x) przyj-
muje jedna̧ z omówionych powyżej postaci i możemy
stosować poznane metody.

Przykład 6. Wyznaczyć granicȩ lim
x→0+

(
3x2 + x

)√x.
Rozwia̧zanie:
W zadaniu ograniczamy siȩ do przedziału [0, ∞).
Granica przy x → 0 z obu funkcji wynosi zero, a za-
tem mamy tutaj wyrażenie postaci 00. Logarytmuja̧c
funkcjȩ f(x) =

(
3x2 + x

)√x otrzymujemy
ln f(x) =

√
x ln

(
3x2 + x

)
. Wyrażenie po prawej stro-

nie równości w punkcie x = 0 jest wyrażeniem nie-
oznaczonym postaci 0 · (−∞), ponieważ jeśli x da̧ży
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do zera, to wartość funkcji lnx da̧ży do −∞. Na pod-
stawie przekształcenia

√
x ln

(
3x2 + x

)
=

ln
(
3x2 + x

)
1√
x

otyrzymujemy wyrażenie nieoznaczone postaci ∞∞ .
Aby obliczyć granicȩ tego wyrażenia stosujemy dwu-
krotnie regułȩ de L’Hospitala

lim
x→0+

ln
(
3x2 + x

)
1√
x

= lim
x→0+

6x+ 1

−1
2(3x2 + x)x−

3
2

=

−2 lim
x→0+

(6x+ 1)x
3
2

3x2 + x
= −2 lim

x→0+

6x
3
2 + (6x+ 1)3

2x
1
2

6x+ 1
=

0, ponieważ przy x→ 0+ licznik ułamka da̧ży do zera,
a mianownik do jedynki.
Zatem ostatecznie lim

x→0+

(
3x2 + x

)√x
= e0 = 1.
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Zadanie 5. Wyznaczyć granicȩ funkcji, w której wystȩpuje wyra-
żenie nieoznaczone postaci 00

a) lim
x→0+

xx, b) lim
x→2

(2− x)2−x,

c) lim
x→∞

(
1

x

)x−2
, d) lim

x→0
(2x)x

2

,

e) lim
x→0

x3x, f) lim
x→1

(lnx)lnx,

g) lim
x→0

(1− 2x)3x, h) lim
x→∞

(
1

ex

)2x−1

,

i) lim
x→0

(sinx)2x, j) lim
x→π

2

(2 cosx)1−sinx,

k) lim
x→0

(tgx)5x, l) lim
x→0+

(sinx)
√
x,

m) lim
x→0

(sinx)tgx, n) lim
x→0

(5x − 1)x
2

,

o) lim
x→0+

x
1

ln(ex−1) , p) lim
x→0+

(
x2
)x
,

r) lim
x→∞

(
e−x

2
) 1
x−1
, s) lim

x→2

(
e2 − ex

)x−2
,

t) lim
x→1

(1− x)1−x, u) lim
x→1

(lnx)1−x.
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Wyrażenie nieoznaczone postaci ∞0

Jeżeli dane sa̧ funkcje u(x) i v(x) określone w pewnym
sa̧siedztwie punktu x = a (może to być sa̧siedztwo
jednostronne), przy czym u(x) > 0 dla wszystkich
x 6= a należa̧cych do tego otoczenia, to wyrażenie

f(x) = (u(x))v(x)

jest wyrażeniem nieoznaczonym postaci∞0 jeżeli przy
x→ a mamy u(x)→∞ oraz v(x)→ 0.
Ponieważ u(x) > 0, wiȩc obie strony powyższego rów-
nania możemy zlogarytmować i otrzymamy

ln f(x) = v(x) lnu(x).

Ponadto, jeżeli lim
x→a v(x) lnu(x) = A, to

lim
x→a f(x) = eA.

Ostatecznie przy x→ a wyrażenie v(x) lnu(x) przyj-
muje jedna̧ z omówionych postaci i możemy stosować
poznane metody.

Przykład 7. Wyznaczyć granicȩ lim
x→∞

(
2x2 + 5x− 3

) 1
x .

Rozwia̧zanie:
Wyrażenie bȩda̧ce podstawa̧ potȩgi da̧ży do nieskoń-
czoności, a wyrażenie bȩda̧ce wykładnikiem potȩgi da̧ży
do zera, gdy x→∞. Mamy zatem wyrażenie postaci
∞0. Logarytmuja̧c funkcjȩ
f(x) =

(
2x2 + 5x− 3

) 1
x otrzymujemy
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ln f(x) = 1
x ln

(
2x2 + 5x− 3

)
. Wyrażenie po prawej

stronie równości przy x → ∞ jest wyrażeniem nie-
oznaczonym postaci 0 · (∞). Po przekształceniu
1
x ln

(
2x2 + 5x− 3

)
=

ln(2x2+5x−3)
x otrzymujemy wy-

rażenie nieoznaczone postaci ∞∞ .
Aby obliczyć granicȩ tego wyrażenia stosujemy
dwukrotnie regułȩ de L’Hospitala

lim
x→∞

ln
(
2x2 + 5x− 3

)
x

= lim
x→∞

4x+ 5

2x2 + 5x− 3
=

lim
x→∞

4

4x+ 5
= 0.

Ostatecznie
lim
x→∞

(
2x2 + 5x− 3

) 1
x = e0 = 1.
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Zadanie 6. Wyznaczyć granicȩ funkcji, w której wystȩpuje wyra-
żenie nieoznaczone postaci ∞0

a) lim
x→0+

(
1

x

)sinx

, b) lim
x→∞

(√
x
) 1
x−1 ,

c) lim
x→0

(
e

1
x−1

)3x
, d) lim

x→∞(x+ e)
e
x ,

e) lim
x→∞x

1
x , f) lim

x→∞ (lnx)
1
x ,

g) lim
x→0

(
1

x

)sinx

, h) lim
x→∞(x− 1)

1
x−1 ,

i) lim
x→∞

(
5x+2

) 1
x2 , j) lim

x→1−

(
1

x− 1

)x−1

,

k) lim
x→∞ (2 + ex)e

−x
, l) lim

x→1

(
1

lnx

)x−1

,

m) lim
x→π

2

(tgx)cosx, n) lim
x→0

(ctgx)sinx,

o) lim
x→π

2

 1

x− π
2

cosx

, p) lim
x→∞ (ln(1 + x))

1
x ,

r) lim
x→−∞

(
e−x + 1

)ex
, s) lim

x→0

(
1

sin 2x

)2x

,

t) lim
x→0

(
1

ex − 1

)ex−1

, u) lim
x→∞ (tgx)tgx.
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Wyrażenie nieoznaczone postaci 1∞

Jeżeli dane sa̧ funkcje u(x) i v(x) określone w pewnym
sa̧siedztwie punktu x = a (może to być sa̧siedztwo
jednostronne), przy czym u(x) > 0 dla wszystkich
x 6= a należa̧cych do tego otoczenia, to wyrażenie

f(x) = (u(x))v(x)

jest wyrażeniem nieoznaczonym postaci 1∞ jeżeli przy
x→ a mamy u(x)→ 1 oraz v(x)→∞.
Ponieważ u(x) > 0, wiȩc obie strony powyższego rów-
nania możemy zlogarytmować i otrzymamy

ln f(x) = v(x) lnu(x).

Ponadto, jeżeli lim
x→a v(x) lnu(x) = A, to

lim
x→a f(x) = eA.

Ostatecznie przy x→ a wyrażenie v(x) lnu(x) przyj-
muje jedna̧ z omówionych postaci i możemy stosować
poznane metody.

Przykład 8. Wyznaczyć granicȩ lim
x→0

(ex − x)
1
x .

Rozwia̧zanie:

Mamy tutaj wyrażenie postaci 1∞. Logarytmuja̧c funkcjȩ
f(x) = (ex − x)

1
x otrzymujemy

ln f(x) = 1
x ln (ex − x). Wyrażenie po prawej stronie

równości przy x → ∞ jest wyrażeniem nieoznaczo-
nym postaci 0 · (∞). Po przekształceniu
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1
x ln (ex − x) = ln(ex−x)

x otrzymujemy wyrażenie nie-
oznaczone postaci ∞∞ .
Aby obliczyć granicȩ tego wyrażenia stosujemy regułȩ
de L’Hospitala

lim
x→0

ln (ex − x)

x
= lim

x→0

ex − 1

ex − x
= 0, ponieważ przy x→

0 wyrażenie w liczniku ułamka da̧ży do zera, podczas
gdy wyrażenie w mianowniku ułamka da̧ży do jedynki.
Ostatecznie
lim
x→0

ex

ex − 1
= 0, czyli lim

x→0
(ex − x)

1
x = e0 = 1.
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Zadanie 7. Wyznaczyć granicȩ funkcji, w której wystȩpuje wyra-
żenie nieoznaczone postaci 1∞

a) lim
x→1+

x
1

1−x , b) lim
x→1

x
5

x2−1 ,

c) lim
x→0+

(1 + 3x)
1
5x , d) lim

x→1

(
1

2x− 1

) 1
1−x
,

e) lim
x→1

(√
2x− 1

) 1
x−1 , f) lim

x→0
(cosx)

1
x2 ,

g) lim
x→0

(cosx)
1
5x , h) lim

x→∞

(
e

1
x

)2x+1
,

i) lim
x→π

2
+

(
sin2 x

)tgx
, j) lim

x→1

(
ex−1

) 1
x−1 ,

k) lim
x→1

(2− x)
1

1−x , l) lim
x→0

(1− x)
1
x ,

m) lim
x→∞

(
1 +

1

ex

)x
, n) lim

x→1

(
1

x3

) 1
x−1
,

o) lim
x→π

2

(2− sinx)
3

1−sin x , p) lim
x→0+

(1 + x)ln2 x,

r) lim
x→∞

(
1 + x−2

)ex
, s) lim

x→0+

x
√

1− 2x,

t) lim
x→∞

(
2− e

1
x

)x
, u) lim

x→0
(cosx)2x−1.
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Odpowiedzi

Zadanie 1.
a) 2

3 , b) 1, c)
1
6 , d) 0, e) 0, f)

5
3 , g) −

1
67 , h) 4, i)

ln 17−ln 123
9 ,

j) 4
3 , k)

1
2 , l) −

√
2

4 , m) 1
2 , n) −

1
2 , o)

1√
11
, p) −1

2 , r)
1
12 ,

s) −20, t) −1, u) 0.

Zadanie 2.
a) 0, b) ∞, c) 0, d) ∞, e) −∞, f)

√
5, g) −6, h) 1

3 ,
i) −1

5 , j) −
1
3 , k) 0, l) 1, m) 1

3 , n) 6, o) −∞, p) ∞, r) 0,
s) 1, t) 0, u) 1

2 .

Zadanie 3.
a) 0, b) −5, c) −1

2 , d) ∞, e) 2
π , f) 0, g) 2, h) 0, i) 0,

j) 1, k) 1
2 , l) 0, m) 0, n) − 6

π , o) 0, p) 5
3 , r) −1, s) ∞,

t) 0, u) 0.

Zadanie 4.
a) −1

2 , b) 0, c) 0, d) −1
3 , e)

3
4 , f) 0, g) 1

2 , h) ∞, i) 3, j) ∞,
k) 1, l) −1

6 , m) 0, n) 0, o)∞, p) −1
2 , r)

2
3 , s) −

1
2 , t) a, u)

1
9 .

Zadanie 5.
a) 1, b) 1, c) 1, d) 1, e) 1, f) 1, g) 1, h) e−2, i) 1, j) 1,
k) 1, l) 1, m) 1, n) 1, o) e, p) 1, r) 0, s) 1, t) 1, u) 1.

Zadanie 6.
a) 1, b) 1, c) e3, d) 1, e) 1, f) 1, g) 1, h) 0, i) 1, j) 1,
k) 1, l) 1, m) 1, n) 1, o) 1, p) 1, r) 1, s) 1, t) 1, u) 1.
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Zadanie 7.
a) 1

e , b) e
2
5 , c) e

3
5 , d) e2, e) e, f) e−

1
2 , g) 1, h) e2, i) 1,

j) e, k) e−1, l) e−1, m) 1, n) e−3, o) e3, p) 1, r) ∞, s) e−2,
t) e−1, u) 1.

:)
Za granica̧ mówia̧: "X to dobry matematyk; z pewnościa̧
Polak". U nas mówia̧: "Y to prawdziwy Polak; z pewno-
ścia̧ słaby matematyk".

Hugo Steinhaus



Rozdział 7: Całki
nieoznaczone

cxix
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Funkcja pierwotna

Funkcja̧ pierwotna̧ funkcji f(x) w przedziale (a, b) na-
zywamy każda̧ taka̧ funkcjȩ F (x), której pochodna F ′(x)
równa siȩ danej funkcji f(x) dla każdego x ∈ (a, b).

Całka nieoznaczona

Całka̧ nieoznaczona̧ funkcji f(x) oznaczona̧ symbolem
∫
f(x)dx

nazywamy wyrażenie F (x) + c, gdzie F (x) jest funkcja̧
pierwotna̧ funkcji f(x), a c jest dowolna̧ stała̧.

Podstawowe wzory całkowania

∫
xndx =

xn+1

n+ 1
+ c, n 6= −1, x > 0,

∫ 1

x
dx = ln |x|+ c, x 6= 0,

∫
exdx = ex + c,

∫
axdx =

ax

ln a
+ c, a > 0, a 6= 1,

∫
cosxdx = sinx+ c,

∫
sinxdx = − cosx+ c,

∫ 1

cos2 x
dx = tgx+ c, cosx 6= 0,

∫ 1

sin2 x
dx = −ctgx+ c, sinx 6= 0,
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∫ 1√
1− x2

dx = arcsinx+ c, −1 < x < 1,

∫ 1

x2 + 1
dx = arctgx+ c,

∫ f
′
(x)

f(x)
dx = ln |f(x)|+ c,

∫
(f(x) + g(x)) dx =

∫
f(x)dx+

∫
g(x)dx,

∫
kf(x)dx = k

∫
f(x)dx, k 6= 0.

Przykład 1. Obliczyć całkȩ
∫

sinx

3− ( 3
√
x− 2)2

x sinx

 dx korzystaja̧c

z podstawowych wzorów.

Rozwia̧zanie:∫
sinx

3− ( 3
√
x− 2)2

x sinx

 dx =

wymnażamy wyrażenie w nawiasie przez sinx∫ 3 sinx− sinx
( 3
√
x− 2)2

x sinx

 dx =

upraszczamy∫ 3 sinx− ( 3
√
x− 2)2

x

 dx =

stosujemy wzór na całkȩ z sumy funkcji∫
3 sinxdx−

∫ ( 3
√
x− 2)2

x
dx =

korzystamy ze wzoru skróconego mnożenia∫
3 sinxdx−

∫ x
2
3 − 2x

1
3 + 4

x
dx =

∫
3 sinxdx−

∫ x 2
3

x
− 2x

1
3

x
+

4

x

 dx =
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wykonujemy działania na potȩgach∫
3 sinxdx−

∫ (
x−

1
3 − 2x−

2
3 +

4

x

)
dx =

stosujemy wzór na całkȩ z sumy dwóch funkcji∫
3 sinxdx−

∫
x−

1
3dx+

∫
2x−

2
3dx−

∫ 4

x
dx =

wyła̧czamy stała̧ przed znak całki

3
∫

sinxdx−
∫
x−

1
3dx+ 2

∫
x−

2
3dx− 4

∫ 1

x
dx =

korzystamy ze wzorów
3(− cosx)− x

2
3
2
3

+ 2x
1
3
1
3

− 4 ln |x|+ c =

i po uproszczeniu
−3 cosx− 3

2
3
√
x2+6 3

√
x−lnx4+c, gdzie c jest dowolna̧

stała̧.
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Zadanie 1. Oblicz całki korzystaja̧c z podstawowych wzorów

a)
∫

(2x3 − 4x2 +
√

3)dx, b)
∫ 9− x2

2x+ 6
dx,

c)
∫ 2x− 7

3x
dx, d)

∫ x3 + 1

x+ 1
dx,

e)
∫ dx

sin2 x+ cos2 x
, f)

∫ 4(
√
x− 3)2

2x
dx,

g)
∫

(tgx+ ctgx)2 dx, h)
∫ (

sin
x

2
+ cos

x

2

)2

dx,

i)
∫ 1− sin3 x

sin2 x
dx, j)

∫ cos 2x

sin2 x cos2 x
dx,

k)
∫ (

3x
2
3 − 2

x

)
dx, l)

∫ 2− x
3
√
x
dx,

m)
∫ (

2

1 + x2
− 1√

1− x2

)
dx, n)

∫ x 3
√
x+ 4
√
x

2x
dx,

o)
∫ 22

3
√
x4 − 3

5
√
x2

7x2
√
x

dx, p)
∫ 2x2 − 3

√
x5

2
4
√
x3

dx,

r)
∫
ex
2− e−x

x3

 dx, s)
∫ (

1

x
− 5x+ 3

)
dx,

t)
∫ 2

cos2 x
dx, u)

∫ 2− 3
√

3

sin2 x
dx.
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Wzór na całkowanie przez podstawienie

Jeżeli dla x ∈ [a, b], g(x) = u jest funkcja̧ maja̧ca̧
cia̧gła̧ pochodna̧ oraz g(x) ∈ [A, B] a ponadto funkcja
f(u) jest cia̧gła̧ w przedziale [A, B], to∫

f (g(x)) g
′
(x)dx =

∫
f(u)du,

przy czym po scałkowaniu prawej strony należy w
otrzymanym wyniku podstawić u = g(x).

Przykład 2. Obliczyć całkȩ
∫ 16x− 10

5
√
−4x2 + 5x− 3

dx korzystaja̧c z

metody przez podstawienie.

Rozwia̧zanie:
W pierwszym kroku zauważmy, że∫ 16x− 10

5
√
−4x2 + 5x− 3

dx =
∫ −2(8x+ 5)

5
√
−4x2 + 5x− 3

dx.

W celu obliczenia tej całki stosujemy podstawienie:
t = −4x2 + 5x− 3 i po zróżniczkowaniu
dt = (−8x+ 5)dx∫ 16x− 10

5
√
−4x2 + 5x− 3

dx =
∫ −2dt

5
√
t

=

korzystamy ze wzorów na potȩgi∫
(−2)t−

1
5dt = −2

∫
t−

1
5dt =

korzystamy ze wzoru na całkȩ z funkcji potȩgowej
−2 t

4
5
4
5

+ c = −5
2t

4
5 + c =

wracamy do zmiennej x i ostatecznie otrzymujemy
−5

2(−4x2 + 5x−3)
4
5 + c = −5

2
5
√

(−4x2 + 5x− 3)4 + c.
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Zadanie 2. Oblicz całki korzystaja̧c z metody całkowania przez
podstawiewnie

a)
∫

2 cos(5x)dx, b)
∫ 5√

2x− 3
dx,

c)
∫

3
√

2x− 3 dx, d)
∫ (

2ex + 3e−x
)
dx,

e)
∫

4x2
√
x3 + 8 dx, f)

∫ e
√

2x+1

√
2x+ 1

dx,

g)
∫ 2

x2
cos

1

x
dx, h)

∫
81−3xdx,

i)
∫ 2 cosx

1− 3 sinx
dx, j)

∫
sin7 x cosxdx,

k)
∫

3
√

3x+ 2dx, l)
∫ π − arcsinx√

1− x2
dx,

m)
∫ 12x2 − 14x+ 1

4x3 − 7x2 + x− 3
dx, n)

∫
sinx cos3 xdx,

o)
∫ 2tgx

cos2 x
dx, p)

∫
3tgxdx,

r)
∫ 1

x3
sin

1

x2
dx, s)

∫ √7 + ln x

5x
dx,

t)
∫

72x+3dx, u)
∫ √

11

x(5 + ln x)
dx.
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Wzór na całkowanie przez czȩści

Jeżeli u, v sa̧ funkcjami zmiennej x maja̧cymi cia̧gła̧
pochodna̧, to ∫

u dv = uv −
∫
v du.

Przykład 3. Obliczyć całkȩ
∫

(2x2 + 3x− 1)exdx korzystaja̧c z me-
tody przez czȩści.

Rozwia̧zanie:
Całkȩ liczymy przez czȩści
u = 2x2 + 3x− 1 dv = exdx

sta̧d
du = (4x+ 3)dx v =

∫
exdx = ex

Podstawiamy do powyższego wzoru i otrzymujemy∫
(2x2 + 3x− 1)exdx =

(2x2 + 3x− 1)ex − ∫
ex(4x+ 3)dx =

Otrzymana̧ powyżej całkȩ ponownie liczymy przez czȩści
u = 4x+ 3 dv = exdx
du = 4dx v =

∫
exdx = ex

Podstawiamy do powyższego wzoru i otrzymujemy
(2x2 + 3x− 1)ex − ((4x+ 3)ex − ∫

4exdx) =
po wymnożeniu
(2x2 + 3x− 1)ex − (4x+ 3)ex + 4

∫
exdx =

(2x2 + 3x− 1)ex − (4x+ 3)ex + 4ex + c.
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Zadanie 3. Oblicz całki korzystaja̧c z metody całkowania przez
czȩści

a)
∫

2 lnxdx, b)
∫ √

x lnxdx,

c)
∫ √

3ex sinxdx, d)
∫

5x lnxdx,

e)
∫

3x2exdx, f)
∫

17 sin2 xdx,

g)
∫
x sinxdx, h)

∫
x3 cosxdx,

i)
∫

(2 +
√

3)x2 sinxdx, j)
∫

5xexdx,

k)
∫

13x cosxdx, l)
∫
ex cosxdx,

m)
∫
x11 lnxdx, n)

∫
2arctgxdx,

o)
∫ 2 lnx

x3
dx, p)

∫
x3exdx,

r)
∫

(2x+ 1)2exdx, s)
∫

(3x− 1) cosxdx,

t)
∫

arcctgxdx, u)
∫

(4x+ 1)2 sinxdx.
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Zadanie 4. Oblicz całki jedna̧ z poznanych metod

a)
∫

cosx 3
√

2 + 3 sinx dx, b)
∫
ex
3 +

2e−x

5x2

 dx,

c)
∫

(3x+ 1) cos(2x+ 3x2)dx, d)
∫ √1 + ln x

3x
dx,

e)
∫

sinx

1− (x− 5)2

x2 sinx

 dx, f)
∫ √

2
√

3− x
3
√

2
√

3− x
dx,

g)
∫

tgx

2ctgx− (2− x)2

x3tgx

 dx, h)
∫
ex
3 +

e−x

cos2 x

 dx,

i)
∫ x√

1− x4
dx, j)

∫ ln4 x

x
dx,

k)
∫
x ln(1 + x2)dx, l)

∫ e
1
x

x2
dx,

m)
∫ (

3tg2x+ 2ctgx
)2
dx, n)

∫ 4x3

3 cos2 x4
dx,

o)
∫ 5

cosx

(
2
√

3 cosx+
cosx

3
√

7

)
dx, p)

∫ √
3xe−x

2

dx,

r)
∫

ln(3x− 7)dx, s)
∫ 5x

cos2 x
dx,

t)
∫

5
√

(sin 3x)4 cos 3xdx, u)
∫ ctgx

sin2 x
dx.
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Odpowiedzi

Zadanie 1.
a) x4

2 −
4x3

3 +
√

3x+ c, b) 3x
2 −

x2

4 + c, c) 2x
3 −

7
3 ln |x|+ c,

d) x3

3 −
x2

2 + x+ c, e) x+ c, f) 2x− 24
√
x+ 9 ln |x|+ c,

g) tgx− ctgx+ c, h) x− cosx+ c, i) −ctgx+ cosx+ c,
j)−ctgx+tgx+c k) 9

5
3
√
x5−2 ln |x|+c, l) 3

3
√
x2− 3

5
3
√
x5+c,

m) arctgx− arcsinx+ c, n) 8
3

3
√
x4 + 2 4

√
x+ c,

o) 132
7 6
√
x

+ 30
77

10
√
x11

+c, p) 4
9

4
√
x9− 6

23
12
√
x23 +c, r) 2ex+ 1

2x2 +c,
s) ln |x| − 5x2

2 + 3x+ c, t) 2tgx+ c, u) (3
√

3− 2)ctgx+ c.

Zadanie 2.
a) 2

5 sin 5x+ c, b) 5
√

2x− 3 + c, c) 8
3

3
√

(2x− 3)4 + c,
d) 2ex − 3e−x + c, e) 8

9

√
(x3 + 8)3 + c, f) e

√
2x+1 + c,

g) −2 sin 1
x + c, h) − 1

3 ln 881−3x+ c, i) −2
3 ln |1−3 sinx|+ c,

j) 1
8 sin8 x+ c, k) 1

4
3
√

(3x+ 2)4 + c,
l) arcsinx− 1

2(arcsinx)2 + c, m) ln |4x3− 7x2 + x− 3|+ c,
n) −1

4 cos4 x+ c, o) tg2x+ c, p) − ln | cosx|+ c,
r) 1

2 cos 1
x2 + c, s) 2

15

√
(7 + ln x)3 + c, t) 1

2 ln 772x+3 + c,
u)
√

11 ln |5 + ln x|+ c.

Zadanie 3.
a) 2 (x lnx− x) + c, b) 2

3

√
x3

(
lnx− 2

3

)
+ c,

c)
√

3ex

2 (sinx− cosx) + c, d) 5x2

2

(
lnx− 5

2

)
+ c,

e) 3ex
(
x2 − 2x+ 2

)
+ c, f) 17

2 (x− sinx cosx) + c,
g) −x cosx+ sinx+ c,
h) x3 sinx+ 3x2 cosx− 6x sinx− cosx+ c,
i) (2 +

√
3)
(
−x2 cosx+ 2x sinx+ 2 cosx

)
+ c,

j) 5ex (x− 1) + c,
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k) 13 (x sinx+ cosx) + c, l) ex

2 (sinx+ cosx) + c,
m) x12

12

(
lnx− 1

12

)
+ c, n) 2xarctgx− ln(1 + x2) + c,

o) − 1
2x2 (2 lnx− 1) + c, p) ex

(
x3 − 3x2 + 6x− 6

)
+ c,

r) ex
(
(2x+ 1)2 − 4(2x+ 1) + 8

)
+ c,

s) (3x−1) sinx+3 cosx+ c, t) xarctgx+ 1
2 ln(x2 +1)+ c,

u) −(4x+ 1)2 cosx+ 8(4x+ 1) sinx+ 32 cosx+ c.

Zadanie 4.
a) 1

4 3
√

(2+3 sinx)4
+ c, b) 3ex− 2

5x + c, c) 1
2 sin

(
2x+ 3x2

)
+ c,

d) 2
9

√
(1 + ln x)3 + c, e) − cosx− x+ 10 ln |x|+ 25

x + c, f)
− 6
√

2
√

3− x+ c, g) 2x+ 2
x2 −

4
x − ln |x|+ c,

h) 3ex + tgx+ c, i) 1
2arcsin

√
1− x4 + c, j) 1

5 ln5 x+ c,
k) 1

2(1 + x2) ln(1 + x2)− x+ c, l) −e− 1
x + c,

m) 9
(

1
3tg3x− tgx+ x

)
− 12 ln | cosx| − 4 (ctgx+ x) + c,

n) 1
3tgx4 + c, o) 10

√
3x+ 5x

3
√

7
+ c, p) −

√
3

2 e
−x2 + c,

r) 3x−7
3 (ln(3x− 7)− 1) + c, s) 5 (xtgx+ ln | cosx|) + c,

t) 5
27

5
√

sin 3x9 + c, u) −1
2ctg2x+ c.

:)
Czȩsto siȩ mówi - liczby rza̧dza̧ światem. Pewne jest to:
liczby pokazuja̧ jak on jest rza̧dzony.

J. W. Goethe



Rozdział 8: Całki z funkcji
wymiernych

cxxxi
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Przykład 1. Oblicz całkȩ
∫ x3 − 4x+ 20

x2 + x− 6
dx

Rozwia̧zanie:
Funkcja̧ wymierna̧ nazywamy iloraz dwóch wielomia-
nów. W podanej całce stopień wielomianu wystȩpuja̧-
cego w liczniku wynosi 3, a stopień wielomianu wystȩ-
puja̧cego w mianowniku jest równy 2. Możemy zatem
podzielić te wielomiany
(x3 − 4x+ 20) : (x2 + x− 6) = x− 1
−x3 − x2 + 6x
−x2 + 2x+ 20
x2 + x− 6

3x+ 14
Sta̧d∫ x3 − 4x+ 20

x2 + x− 6
dx =

∫ (
x− 1 +

3x+ 14

x2 + x− 6

)
dx =∫

xdx−
∫
dx+

∫ 3x+ 14

x2 + x− 6
dx =

x2

2 − x+
∫ 3x+ 14

x2 + x− 6
dx.

Pozostaje nam do obliczenia
∫ 3x+ 14

x2 + x− 6
dx. W tym

celu obliczamy wyróżnik trójmianu kwadratowego: ∆ =
25. Wyrażenie w mianowniku ma pierwiastki x1 = −3
oraz x2 = 2. W dalszych rozważaniach przyjmujemy
założenie, że x 6= −3 oraz x 6= 2.
Rozkładamy funkcjȩ podcałkowa̧ na sumȩ ułamków
prostych
3x+14
x2+x−6 ≡

A
x−2 + B

x+3

Mnoża̧c obie strony równania przez (x − 2)(x + 3)
otrzymujemy
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3x+ 14 ≡ A(x+ 3) +B(x− 2), ska̧d
3x+ 14 ≡ (A+B)x+ (3A− 2B).
Mamy tutaj do czynienia z tożsamościa̧. Poprzez po-
równanie współczynników znajduja̧cych siȩ przy rów-
nych potȩgach x po obu stronach tożsamości otrzymu-
jemy
A+B = 3 oraz 3A− 2B = 14.
Sta̧d A = 4, B = −1.
Wracaja̧c do funkcji podcałkowej otrzymujemy roz-
kład
3x+14
x2+x−6 ≡

4
x−2 −

1
x+3 .

Całkujemy obie strony tożsamości i po prawej stronie
wyła̧czamy stałe czynniki przed znak całki∫ 3x+ 14

x2 + x− 6
dx = 4

∫ 1

x− 2
dx−

∫ 1

x+ 3
dx =

Stosujemy dwukrotnie podstawienie
t = x− 2, sta̧d dt = dx oraz u = x+ 3, sta̧d du = dx.
Otrzymujemy zatem

4
∫ 1

t
dt−

∫ 1

u
du =

4 ln |t| − ln |u|+ c =
4 ln |x− 2| − ln |x+ 3|+ c =

ln (x−2)4

|x+3| + c.
Podsumowuja̧c∫ x3 − 4x+ 20

x2 + x− 6
dx = x2

2 − x+ ln (x−2)4

|x+3| + c.
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Zadanie 1. Oblicz całki (∆ > 0)

a)
∫ 5

x2 + 3x− 10
dx,

b)
∫ √

3

3 + 2x− x2
dx,

c)
∫ 1

2x2 − 6x+ 4
dx,

d)
∫ 11x− 1

3x2 − 5x− 2
dx

e)
∫ 1

2x2 + 9x− 5
dx,

f)
∫ 2x3 − 19x2 + 58x− 42

x2 − x− 2
dx,

g)
∫ x4 − 5x3 + x2 − 2x+ 3

x2 − 3x+ 2
dx,

h)
∫ 6x+ 1

6x2 − 5x+ 1
dx,

i)
∫ −2x3 + 3x2 + 32x+ 16

−x2 + 2x+ 15
dx,

j)
∫ x4 + x3 − 7x2 + x+ 9

x2 + x− 6
dx.
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Przykład 2. Oblicz całkȩ
∫ 4x4 − 4x3 − 3x2 − 2x+ 5

4x2 − 4x+ 1
dx

Rozwia̧zanie:
W podanej całce stopień wielomianu wystȩpuja̧cego w
liczniku wynosi 4, a stopień wielomianu wystȩpuja̧cego
w mianowniku jest równy 2. Możemy zatem podzielić
te wielomiany
(4x4 − 4x3 − 3x2 − 2x+ 5) : (4x2 − 4x+ 1) = x2 − 1
−4x4 + 4x3 − x2

−4x2 − 2x+ 5
4x2 − 4x+ 1
−6x+ 6

Sta̧d∫ 4x4 − 4x3 − 3x2 − 2x+ 5

4x2 − 4x+ 1
dx =∫ (

x2 − 1 +
−6x+ 6

4x2 − 4x+ 1

)
dx =∫

x2dx−
∫
dx− 6

∫ x− 1

4x2 − 4x+ 1
dx =

x3

3 − x− 6
∫ x− 1

4x2 − 4x+ 1
dx.

Pozostaje nam do obliczenia
∫ x− 1

4x2 − 4x+ 1
dx. W

tym celu obliczamy wyróżnik trójmianu kwadratowego
znajduja̧cego siȩ w mianowniku: ∆ = 0. Sta̧d
4x2 − 4x + 1 = (2x − 1)2. W dalszych rozważa-
niach przyjmujemy założenie, że x 6= 1

2 . Rozkładamy
funkcjȩ podcałkowa̧ na sumȩ ułamków prostych

x−1
4x2−4x+1 ≡

A
2x−1 + B

(2x−1)2

Mnoża̧c obie strony równania przez (2x − 1)2 otrzy-
mujemy
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x− 1 ≡ A(2x− 1) +B, ska̧d
x− 1 ≡ 2Ax+ (−A+B).
Mamy tutaj do czynienia z tożsamościa̧. Poprzez po-
równanie współczynników znajduja̧cych siȩ przy rów-
nych potȩgach x po obu stronach tożsamości otrzymu-
jemy
2A = 1 oraz −A+B = −1.
Sta̧d A = 1

2 , B = −1
2 .

Wracaja̧c do funkcji podcałkowej mamy
x−1

4x2−4x+1 ≡
1
2

2x−1 +
− 1

2

(2x−1)2 .
Całkujemy obie strony tożsamości i po prawej stronie
wyła̧czamy stałe czynniki przed znak całki∫ x− 1

4x2 − 4x+ 1
dx =

1

2

∫ 1

2x− 1
dx−1

2

∫ 1

(2x− 1)2
dx =

Stosujemy podstawienie
t = 2x− 1, sta̧d dt = 2dx. Otrzymujemy zatem
1

4

∫ 1

t
dt− 1

4

∫ 1

t2
dt = 1

4 ln |t|+ 1
4t + c =

1
4 ln |2x− 1| − 1

4(2x−1) + c.
Podsumowuja̧c∫ 4x4 − 4x3 − 3x2 + 14x− 6

4x2 − 4x+ 1
dx =

x3

3 − x−
3
2 ln |2x− 1|+ 3

2(2x−1) + c.
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Zadanie 2. Oblicz całki (∆ = 0)

a)
∫ 9x− 5

9x2 − 6x+ 1
dx,

b)
∫ 3x+ 4

x2 + 4x+ 4
dx,

c)
∫ x3 − 5x2 + 3x+ 9

x2 − 6x+ 9
dx,

d)
∫ 9x4 − 15x3 − 2x2 + 5x− 1

9x2 − 6x+ 1
dx,

e)
∫ 3x3 + 5x2 + 2x+ 3

x2 + 2x+ 1
dx,

f)
∫ 5x+ 10

4x2 + 4x+ 1
dx,

g)
∫ 3x+ 1

x2 − 10x+ 25
dx,

h)
∫ 1

9x2 − 12x+ 4
dx,

i)
∫ x4 + 4x3 + 3x2 − 3x− 1

x2 + 4x+ 4
dx,

j)
∫ 2x3 + x2 + 9x+ 13

16− 8x+ x2
dx.
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Przykład 3. Oblicz całkȩ
∫ 2x3 − 4x2 + 13x− 1

x2 − 2x+ 5
dx

Rozwia̧zanie:
W podanej całce stopień wielomianu wystȩpuja̧cego w
liczniku wynosi 3, a stopień wielomianu wystȩpuja̧cego
w mianowniku jest równy 2. Możemy zatem podzielić
te wielomiany
(2x3 − 4x2 + 13x− 1) : (x2 − 2x+ 5) = 2x
−2x3 + 4x2 − 10x
3x− 1
Sta̧d∫ 2x3 − 4x2 + 13x− 1

x2 − 2x+ 5
dx =

∫ (
2x+

3x− 1

x2 − 2x+ 5

)
dx =

2
∫
xdx+

∫ 3x− 1

x2 − 2x+ 5
dx =

x2 +
∫ 3x− 1

x2 − 2x+ 5
dx.

Pozostaje nam do obliczenia
∫ 3x− 1

x2 − 2x+ 5
dx. W tym

celu obliczamy wyróżnik trójmianu kwadratowego znaj-
duja̧cego siȩ w mianowniku: ∆ = −16.
W dalszej czȩści, aby obliczyć tȩ całkȩ, przedstawiamy
ja̧ jako sumȩ dwóch całek. W pierwszym kroku prze-
kształcamy funkcjȩ podcałkowa̧ tak, aby wyrażenie w
liczniku było pochodna̧ mianownika.∫ 3x− 1

x2 − 2x+ 5
dx = 3

∫ x− 1
3

x2 − 2x+ 5
dx =

3

2

∫ 2x− 2
3

x2 − 2x+ 5
dx =

3

2

∫ 2x− 2

x2 − 2x+ 5
dx+

3

2

∫ 4
3

x2 − 2x+ 5
dx =
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3
2I1 + 2I2, gdzie

I1 =
∫ 2x− 2

x2 − 2x+ 5
dx, I2 =

∫ 1

x2 − 2x+ 5
dx.

Liczymy całkȩ I1. Zauważmy, że funkcja podcałkowa
została tak przekształcona, aby wyrażenie znajduja̧ce
siȩ w liczniku było pochodna̧ wyrażenia znajduja̧cego
siȩ w mianowniku. Stosujemy zatem podstawienie
t = x2 − 2x + 5, czyli dt = (2x − 2)dx i sta̧d I1 =∫ dt

t
dx = ln |t|+ c1 = ln |x2 − 2x+ 5|+ c1.

W kolejnym kroku naszym zadaniem jest obliczenie
całki I2. W tym celu wyrażenie znajduja̧ce siȩ w mia-
nowniku x2 − 2x + 5 przedstawiamy w postaci kano-
nicznej x2 − 2x+ 5 = (x− 1)2 + 4.∫ 1

x2 − 2x+ 5
dx =

∫ 1

(x− 1)2 + 4
dx =

1

4

∫ 1

(x−1
2 )2 + 1

dx.

Stosujemy podstawienie s = x−1
2 , sta̧d ds = 1

2dx.
Otrzymujemy zatem
1

4

∫ 1

(x−1
2 )2 + 1

dx =
1

4

∫ 2

s2 + 1
dx =

1

2
arctgs + c2 =

1
2arctg

(
x−1

2

)
+ c2. Podsumowuja̧c∫ 2x3 − 4x2 + 13x− 1

x2 − 2x+ 5
dx =

x2 + 3
2 ln |x2 − 2x+ 5|+ c1 + 2 · 1

2arctg
(
x−1

2

)
+ c2 =

x2 + 3
26 ln |x2 − 2x+ 5|+ arctg

(
x−1

2

)
+ c.
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Zadanie 3. Oblicz całki (∆ < 0)

a)
∫ 1

2x2 − 12x+ 27
dx,

b)
∫ x+ 1

2x2 + 6x+ 5
dx,

c)
∫ 5x+ 2

x2 + 2x+ 10
dx,

d)
∫ 3x+ 3

x2 + 2x+ 2
dx,

e)
∫ 3x2 − 15x+ 2

−x2 + 5x− 7
dx,

f)
∫ 2x2 + 6x+ 1

x2 + 3x+ 3
dx,

g)
∫ 2x3 + x2 + 3x+ 8

x2 − x+ 3
dx,

h)
∫ 2x3 + 3x2 + 2x+ 3

2x2 + x+ 1
dx,

i)
∫ −x4 + x3 − 3x2 + 4x+ 1

−x2 + x− 1
dx,

j)
∫ 3x4 − 6x3 + 5x2 + 2x+ 2

x2 − 2x+ 2
dx.
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Zadanie 4. Oblicz całki

a)
∫ x3 − 5x2 + 8x+ 1

(x− 1)(x− 2)2
dx,

b)
∫ 3x3 − 5x2 + 8x

(x2 − 2x+ 1)(x2 − 1)
dx,

c)
∫ 2x3 − x2 + 4x− 3

x4 + 2x2 + 9
dx,

d)
∫ 2x2 + 4x− 2

x3 − 1
dx,

e)
∫ 5x2 + 9x+ 10

x3 + 8
dx,

f)
∫ 3x3 − 4x2 − 11x+ 12

x3 − 5x2 + 6x
dx,

g)
∫ x5 + x4 + 3x3 + x2 − 2

x4 − 1
dx,

h)
∫ 2x3 + 2x2 + x+ 1

x3 + 4x2 + x− 6
dx,

i)
∫ x4 − 4x2 + 2x− 2

x4 − 4x2 − 5
dx,

j)
∫ 2x4 + x3 + 9x2 + 6x− 20

x4 + 2x2 − 24
dx.
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Odpowiedzi

Zadanie 1.
a) −5

7 ln |x+ 5|+ 5
7 ln |x− 2|+ c,

b) −
√

3
4 ln |3− x|+

√
3

4 ln |x+ 1|+ c,
c) −1

2 ln |x− 1|+ 1
2 ln |x− 2|+ c,

d) 2
3 ln |3x+ 1|+ 3 ln |x− 2|+ c,

e) − 1
11 ln |x+ 5|+ 1

11 ln |2x− 1|+ c,
f) x2 − 17x+ 121

3 ln |x+ 1|+ 14
3 ln |x− 2|+ c,

g) x3

3 − x
2 − 7x− 17 ln |x− 2|+ c,

h) 4 ln |2x− 1| − 3 ln |3x− 1|+ c,
i) x2 − x− 51

8 ln |5− x|+ 19
8 ln |x+ 3|+ c,

j) x3

3 − x+ 3
5 ln |x+ 3|+ 7

5 ln |x− 2|+ c.

Zadanie 2.
a) 2

3(3x−1) + 3 ln |3x− 1|+ c, b) 2
x+2 + 3 ln |x+ 2|+ c,

c) x2

2 +x+c, d) x3

3 −
x2

2 −x+c, e) 3x2

2 −x−
3

x+1 +ln |x+1|+c,
f) − 15

4(2x+1) + 5
4 ln |2x+ 1|, g) − 16

x−5 + 3 ln |x− 5|+ c,
h) − 1

3(3x−2) + c, i) x3

3 − x−
1

x+2 + ln |x+ 2|+ c,
j) x2 + 17x− 193

x−4 + 13 ln |x− 4|+ c.

Zadanie 3.
a) 1

3
√

2
arctg

√
2(x−3)

3 + c,
b) 1

4 ln |2x2 + 6x+ 5| − 1
2arctg(2x+ 3) + c,

c) 5
2 ln |x2 + 2x+ 10| − arctgx+1

3 + c,
d) 2

3 ln |x2x+ 2|+ c,
e) −3x+ 38

√
3

3 arctg
√

3(2x−5)
3 + c,

f) 2x− 10
√

3
3 arctg

√
3(2x+3)

3 + c,
g) x2 + 3x− 2

√
11

1 arctg
√

11(2x−1)
11 + c,
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h) x2

2 + x+ 4
√

7
7 arctg

√
7(4x+1)

7 + c,
i) x3

3 + 2x− ln |x2 − x+ 1| − 8
√

3
3 arctg

√
3(2x−1)

3 + c,
j) x3 − x+ 4arctg(x− 1) + c.

Zadanie 4.
a) x+ 5 ln |x− 1| − 5

x−2 + 10 ln |x− 2|+ c,
b) − 3

2(x−1)2 −
2

x−1 + ln |x− 1|+ 2 ln |x+ 1|+ c,

c) 1
2 ln |x2 +2x+3|−

√
2

2 arctg
√

2(x+1)
2 + 1

2 ln |x2−2x+3|+c,
d) 4

3 ln |x− 1|+ 1
3 ln |x2 + x+ 1|+ 9

4arctg
√

3(2x+1)
3 + c,

e) ln |x+ 2|+ 2 ln |x2 − 2x+ 4|+ 7
√

3
3 arctg

√
3(x−1)

3 + c,
f) 3x+ 2 ln |x|+ ln |x− 2|+ 8 ln |x− 3|+ c,
g) x2

2 +x+ln |x−1|+ln |x+1|+ 1
2 ln(x2 +1)+arctgx+c,

h) 2x− 1
2 ln |x− 1| − 3 ln |x+ 2|+ 19

2 ln |x+ 3|+ c,
i) x+ 10+3

√
5

60 ln |x−
√

5|+ 10−3
√

5
60 ln |x+

√
5|−

1
6 ln(x2 + 1)− 1

2arctgx+ c,
j) 2x+ 17

10 ln |x− 2| − 7
10 ln |x+ 2|+

√
6

30 arctg
√

6x
6 + c.

:)
W matematyce nie ma drogi specjalnie dla królów.

Euklides
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Zwia̧zek pomiȩdzy całka̧ oznaczona̧
a nieoznaczona̧

Jeżeli przez F (x) oznaczymy funkcjȩ pierwotna̧ funkcji
f(x), cia̧głej w przedziale [a, b], tzn jeśli F ′(x) = f(x), to∫ b

a
f(x)dx = F (x)|ba = [F (x)]ba = F (b)− F (a),

przy czym różnica F (b)− F (a) nie zależy od c.

Wzór na całkowanie przez podstawienie dla całek
oznaczonych

Jeżeli g′(x) jest funkcja̧ cia̧gła̧, g(x) jest funkcja̧ rosna̧ca̧
w przedziale [a, b], a f(u) funkcja̧ cia̧gła̧ w przedziale
[g(a), g(b)], to prawdziwy jest nastȩpuja̧cy wzór określaja̧cy
całkowanie przez podstawienie dla całek oznaczonych∫ b

a
f (g(x)) g

′
(x)dx =

∫ g(b)

g(a)
f(u)du.

Wzór na całkowanie przez czȩści dla całek
oznaczonych

Jeżeli u, v sa̧ funkcjami zmiennej x maja̧cymi cia̧gła̧ po-
chodna̧, to wzór na całkowanie przez czȩści dla całek ozna-
czonych przyjmuje postać∫ b

a
u dv = [u v]ba −

∫ b
a
v du

Podstawowe wzory
∫ b
a
f(x)dx = −

∫ a
b
f(x)dx
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∫ c
a
f(x)dx+

∫ b
c
f(x)dx =

∫ b
a
f(x)dx

Przykład 1. Oblicz całkȩ
∫ 4

2

√x− 3x

5

2

dx

Rozwia̧zanie:∫ 4

2

√x− 3x

5

2

dx =

stosujemy wzór skróconego mnożenia∫ 4

2

x− 6x
√
x+ 9x2

25

 dx =

wyła̧czamy stała̧ przed znak całki
1

25

∫ 4

2

(
x− 6x

√
x+ 9x2

)
dx =

stosujemy wzór na całkȩ sumy funkcji
1

25

(∫ 4

2
xdx+

∫ 4

2
(−6)x

√
xdx+

∫ 4

2
9x2dx

)
=

wyła̧czamy stała̧ przed znak całki
1

25

(∫ 4

2
xdx− 6

∫ 4

2
x
√
xdx+ 9

∫ 4

2
x2dx

)
=

wykonujemy działania na potȩgach
1

25

(∫ 4

2
xdx− 6

∫ 4

2
x

3
2dx+ 9

∫ 4

2
x2dx

)
=

korzystamy z podstawowych wzorów na całki
1

25


x2

2

4

2

− 6

x 5
2

5
2

4

2

+ 9

x3

3

4

2

 =

wyła̧czamy stałe
1
50

(
x2
)4

2
− 12

125

(
x

5
2

)4

2
+

3

25

(
x3
)4

2
=

korzystamy ze wzoru na całkȩ oznaczona̧
1
50(16− 4)− 12

125

(
4

5
2 − 2

5
2

)
+

3

25
(64− 8) =

6
25 −

12
125

(
32−

√
25
)

+ 168
25 = 2

125

(
243 + 24

√
2
)
.
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Przykład 2. Oblicz całkȩ
∫ 10

3

5
3

e
√

3x−1

√
3x− 1

dx.

Rozwia̧zanie:
Całkȩ podana̧ w zadaniu liczymy stosuja̧c podstawie-
nie u =

√
3x− 1. Sta̧d du = 3

2
√

3x−1
dx.

Zmieniamy granice całkowania. Dolna granica jest te-
raz równa

√
3 · 5

3 − 1 =
√

4 = 2, górna granica jest
teraz równa

√
3 · 10

3 − 1 =
√

9 = 3.
Po podstawieniu∫ 10

3

5
3

e
√

3x−1

√
3x− 1

dx =
2

3

∫ 3

2
eudu =

korzystamy z podstawowych wzorów na całkowanie
2

3
[eu]32 =

korzystamy ze wzoru na całkȩ oznaczona̧
2

3

(
e3 − e2

)
=

2

3
e2 (e− 1).

Przykład 3. Oblicz całkȩ
∫ 4

3
(x− 2) ln(x− 2)dx.

Rozwia̧zanie:
Całkȩ liczymy przez czȩści
u = ln(x− 2) dv = (x− 2)dx

du = 1
x−2dx v =

∫
(x− 2)dx = x2

2 − 2x
Stosujemy wzór na całkowanie przez czȩści dla całek
oznaczonych∫ 4

3
(x− 2) ln(x− 2)dx =ln(x− 2)

x2

2
− 2x

4

3

−
∫ 4

3

x2

2 − 2x

x− 2
dx =

wyła̧czamy stała̧
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ln(x− 2)

x2

2
− 2x

4

3

− 1

2

∫ 4

3

x2 − 4x

x− 2
dx.

Obliczmy wartość pierwszego wyrażenialn(x− 2)

x2

2
− 2x

4

3

=

ln 2
(

42

2 − 8
)
− ln 1

(
32

2 − 6
)

= 0.

Pozostaje nam do obliczenia całka
∫ 4

3

x2 − 4x

x− 2
dx. Jest

to całka wymierna. Dzielimy wielomian znajduja̧cy
siȩ w liczniku przez wielomian znajduja̧cy siȩ w mia-
nowniku i otrzymujemy∫ 4

3

x2 − 4x

x− 2
dx =∫ 4

3

(
x− 2− 4

x− 2

)
dx =[

x2

2 − 2x
]4
3
− 4

∫ 4

3

4

x− 2
dx

42

2 − 2 · 4−
(

32

2 − 2 · 2
)
− 4

∫ 4

3

1

x− 2
dx =

Całkȩ, która pozostała liczymy przez podstawienie t =
x−2, ska̧d dt = dx. Dolna granica całkowania wynosi
1, a górna 2. Mamy zatem
42

2 − 2 · 4−
(

32

2 − 2 · 2
)
− 4

∫ 2

1

1

t
dt =

8− 8− 9
2 + 4− 4[ln |t|]21 =

−9
2 + 4− 4 (ln 2− ln 1) = 3

2 − 4 ln 2.
Ostatecznie, podsumowuja̧c∫ 4

3
(x− 2) ln(x− 2)dx = −1

2

(
3

2
− 4 ln 2

)
= ln 4− 3

4
.
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Zadanie 1. Oblicz całki

a)
∫ 2

1

(
√
x− 2)

2

x
dx, b)

∫ 5

1

(
4
√
x3 − 2

)2

2
√
x

dx,

c)
∫ 8

5
(2x2 + 3)

√√√√2

3
x3 + 3x− 1 dx, d)

∫ π
0
ex sinx dx,

e)
∫ 4

−2

8x3 + 3x2

2x4 + x3 + 7
dx, f)

∫ 6

5
(3x− 17)15 dx,

g)
∫ 8

3

2x− 2

x2 − 2x+ 11
dx, h)

∫ 1

0
e2x−3 dx,

i)
∫ 1

0

e
√

2x+3

√
2x+ 3

dx, j)
∫ 2π

π
x2 sinx dx,

k)
∫ −2

−4

x2

1− x3
dx, l)

∫ 1,5π

π
cos2 x dx,

m)
∫ π

2

0
sin2 x cos3 x dx, n)

∫ −0,5π

−2π
sin2 x dx,

o)
∫ π

3

π
4

cosx+ sinx

sinx
dx, p)

∫ 3

1

ex

3ex + 4
dx,

r)
∫ π
−π

sin5 x dx, s)
∫ 4

2

lnx

x2
dx,

t)
∫ 1

0

arcsinx√
1 + x

dx, u)
∫ 5

2

2x+ 5

x2 + 5x+ 2
dx.
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Interpretacja geometryczna całki oznaczonej

Jeżeli w przedziale [a, b] funkcja f(x) ≥ 0, to pole
obszaru ograniczonego łukiem krzywej y = f(x), od-
cinkiem osi ox oraz prostymi x = a i x = b równe jest
całce oznaczonej

P =
∫ b
a
f(x)dx.

Jeżeli w w przedziale [a, b] jest f(x) < 0, to analo-
gicznie P = − ∫ b

a f(x)dx.

Rysunek 2: Interpretacja geometryczna całki oznaczonej
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Przykład 4. Oblicz pole obszaru ograniczonego krzywymi
y = −x2 + 7x− 10 oraz y = x2 − 7x+ 14.

Rozwia̧zanie:
Wykresem funkcji y = −x2 + 7x − 10 jest parabola,
której miejscami zerowymi sa̧ x1 = 2 i x2 = 5, wykre-
sem funkcji y = x2− 7x+ 14, jest parabola, która nie
ma miejsc zerowych. Punkty przeciȩcia obu wykresów
wyznaczamy z równania −x2 +7x−10 = x2−7x+14
i sa̧ to x = 3 oraz x = 4.

Rysunek 3: Interpretacja graficzna przykładu 4

Z interpretacji całki oznaczonej pole obszaru ograni-
czonego dwiema parabolami przedstawiamy jako róż-
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nicȩ pomiȩdzy polem obszaru ograniczonego przez łuk
krzywej o równaniu y = −x2 + 7x − 10 a polem
obszaru ograniczonego przez łuk krzywej o równaniu
y = x2 − 7x+ 14.
Zapisujemy to
P =

∫ 4

3

(
−x2 + 7x− 10

)
dx−

∫ 4

3

(
x2 − 7x+ 14

)
dx

P =
∫ 4

3

(
−x2 + 7x− 10−

(
x2 − 7x+ 14

))
dx

P =
∫ 4

3

(
−2x2 + 14x− 24

)
dx

P =

−2x3

3
+ 7x2 − 24x

4

3

P =

−2 · 43

3
+ 7 · 42 − 24 · 4

−
−2 · 33

3
+ 7 · 32 − 24 · 3


P = 1

3 .

Zadanie 2. Oblicz pole obszaru ograniczonego krzywymi

a) y = x2 − x− 6 oraz y = −x2 + 5x+ 14,

b) y = 4− x2 oraz y = x2 − 2x,

c) y2 = 0, 8x oraz x = 5,

d) y2 = 1− x oraz x = −3,

e) y = lnx, y = 0 oraz x = 2e,

f) xy = 8 oraz y = 9− x,

g) y = x3, y = x oraz y = 2x,
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h) y = 1
x2+1 , x = −1, x = 1 oraz y = 0,

i) y =
(

1
2

)x
, y = 1

2x, x = 2 oraz y = 0,

j) y2 − 2x+ 4 = 0 oraz 2y2 + x− 12 = 0,

k) y = cosx, x = 0 oraz x = π,

l) y = lnx, x = e oraz y = 0,

m) y = 1
3
√
x−1

, x = 2 oraz x = 9,

n) y = x3 oraz y2 = x,

o) y = ex, y = 0, x = −3 oraz x = 1,

p) y = tgx, x = 0 oraz y = 1,

r) y = 1
(x−2)2 , x = 4, x = 6 oraz y = 0,

s) y = x
1−x , x = −1

2 , x = 1
2 , 5 oraz y = 0,

t) y = x
x4+1 , x = −1, x = 1 oraz y = 0,

u) y = 1
3
√
x
, x = 1

8 oraz y = 27.
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Objȩtość bryły obrotowej

Niech dany bȩdzie łuk AB krzywej o równaniu
y = f(x), gdzie f(x) jest funkcja̧ cia̧gła̧ i nieujemna̧
w przedziale [a, b]. Wówczas objȩtość bryły obro-
towej ograniczonej powierzchnia̧, która powstaje, gdy
łuk AB wraz z rzȩdnymi w końcach łuku obraca siȩ
dookoła osi ox, obliczamy według wzoru

V = π
∫ b
a
y2dx.

Przykład 5. Oblicz objȩtość bryły powstałej w wyniku obrotu wo-
kół osi ox krzywej o równaniu y =

√
x2 − x− 6 w

przedziale [3, 6].

Rozwia̧zanie:
Dziedzina̧ funkcji f(x) =

√
x2 − x− 6 jest przedział

(−∞, −2] ∪ [3, ∞).

Objȩtość bryły obrotowej ograniczonej powierzchnia̧,
która powstaje, gdy łuk krzywej o równaniu y =

√
x2 − x− 6

obraca siȩ dookoła osi ox w przedziale [3, 6], obli-
czamy według wzoru
V = π

∫ 6

3

(√
x2 − x− 6

)2
dx

V = π
∫ 6

3

(
x2 − x− 6

)
dx

V = π

x3

3
− x2

2
− 6x

6

3

V = π

(
216

3
− 36

2
− 36−

(
27

3
− 9

2
− 18

))
V = 63

2 π.
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Rysunek 4: Interpretacja graficzna przykładu 5

Zadanie 3. Oblicz objȩtość bryły powstałej w wyniku obrotu wo-
kół osi ox krzywej o równaniu

a) y = x3, x = 0 oraz x = 2,

b) y = 1
x , x = 1 oraz x = 3,

c) y =
√
x, x = 0 oraz x = 4,

d) y = 2x2, x = 1 oraz x = 2,

e) y = x2 + 3, x = 0 oraz x = 1,

f) y2 = x, x = 2 oraz x = 3,
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g) x2 + y2 = 9,

h) (x− 2)2 + y2 = 4,

i) y = sinx, x = 0 oraz x = π

j) y =
(

1
2

)x
, x = −1 oraz x = 2.

Objȩtość bryły obrotowej

Niech dany bȩdzie łuk AB krzywej o równaniu
y = f(x), gdzie f(x) jest funkcja̧ cia̧gła̧ i nieujemna̧
w przedziale [a, b]. Wówczas objȩtość bryły obro-
towej ograniczonej powierzchnia̧, która powstaje, gdy
łuk AB wraz z odciȩtymi w końcach łuku obraca siȩ
dookoła osi oy, obliczamy według wzoru

V = 2π
∫ b
a
xf(x)dx.

Przykład 6. Oblicz objȩtość bryły powstałej w wyniku obrotu wo-
kół osi oy krzywej o równaniu f(x) = |2x|−3 w prze-
dziale [0, 4].

Rozwia̧zanie:
W przedziale [0, 4] podana funkcja ma postać f(x) =
2x − 3. Zatem objȩtość bryły obrotowej ograniczo-
nej powierzchnia̧, która powstaje, gdy łuk krzywej o
równaniu f(x) = 2x − 3 obraca siȩ dookoła osi oy w
przedziale [0, 4] wyraża siȩ wzorem
V = 2π

∫ 4

0
x (2x− 3) dx
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V = 2π
∫ 4

0

(
2x2 − 3x

)
dx

V = 2π

[
2

3
x3 − 3

2
x2
]4

0

V = 2π

((
2

3
43 − 3

2
42
)
−
(

2

3
03 − 3

2
02
))

V = 2π 56
3 = 112

3 π.

Rysunek 5: Interpretacja graficzna przykładu 6

Zadanie 4. Oblicz objȩtość bryły powstałej w yniku obrotu wokół
osi OY krzywej o równaniu

a) y = 3
√
x oraz y = 3,

b) y = sinx, x ∈
[
0, π

2

]
,
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c) y = lnx, x ∈ [e, e2],

d) y = ex, x ∈ [2, 4],

e) y = x3 oraz y = 3x,

f) y = 1
x , x ∈ [2, 5],

g) y = x2 − 3 oraz y = 5,

h) y =
√
x oraz y = 1

2x,

i) y = sinx, x ∈ [0, π],

j) y =
(

1
3

)x, x ∈ [1, 3].

Pole powierzchni bryły obrotowej

Pole powierzchni bryły obrotowej powstałej przez ob-
rót łuku AB dookoła osi ox obliczamy według wzoru

S = 2π
∫ b
a
y

√√√√√1 +

(
dy

dx

)2

dx

przy założeniu, że funkcja y = f(x) ma w przedziale
[a, b] cia̧gła̧ pochodna̧.
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Przykład 7. Oblicz pole powierzchni bryły powstałej w wyniku ob-
rotu wokół osi ox krzywej o równaniu y = (x− 1)3 w
przedziale [1, 2].

Rozwia̧zanie:
Zauważmy, że dla rozważanej funkcji dydx = 3(x− 1)2.

Rysunek 6: Interpretacja graficzna przykładu 7
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Zatem pole powierzchni bryły obrotowej ograniczonej
powierzchnia̧, która powstaje, gdy łuk krzywej o rów-
naniu y = (x− 1)3 obraca siȩ dookoła osi oy w prze-
dziale [1, 2] wyraża siȩ wzorem

S = 2π
∫ 2

1
(x− 1)3

√
1 + (3(x− 1)2)2dx

S = 2π
∫ 2

1
(x− 1)3

√
1 + 9(x− 1)4 dx

Całkȩ liczymy przez podstawienie t = 1 + 9(x − 1)4,
sta̧d dt = 36(x−1)3dx. Dolna granica całkowania jest
równa 1, natomiast górna wynosi 10. Otrzymujemy

S = π
2

36

∫ 10

1

√
t dt

S = π 1
18

t 32
3
2

10

1

= π 1
27

[
t
3
2

]10

1
= π

27

(
10
√

10− 1
)
.

Zadanie 5. Oblicz pole powierzchni bryły obrotowej

a) y =
√
x+ 5, x ∈ [−5, 5],

b) y = x3

3 , x ∈ [0, 2],

c) y =
√

4x− x2, x ∈ [0, 3],

d) y = x3, x ∈ [0, 1],

e) y2 = 8x, x ∈ [0, 3],
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f) (x− 2)2 + y2 = 16, x ∈ [2, 4],

g) y =
√

9− x2, x ∈ [0, 2],

h) y2 = x+ 4, x ∈ [0, 4],

i) y = 2x, x ∈ [1, 4],

j) (x+ 3)2 + y2 = 25, x ∈ [−2, 1].

Długość łuku

Jeżeli krzywa wyznaczona jest równaniem postaci y =
f(x), przy czym funkcja f(x) ma w przedziale [a, b]
cia̧gła̧ pochodna̧, to długość łuku w tym przedziale
wyraża siȩ wzorem

L =
∫ b
a

√√√√√1 +

(
dy

dx

)2

dx

Przykład 8. Oblicz długość łuku krzywej o równaniu
f(x) = (2x+ 5)

3
2 w przedziale [4, 8].

Rozwia̧zanie:
Dziedzina̧ funkcji jest zbiór

[
−5

2 , ∞
)
. Zauważmy, że

dy
dx = 3

2 · 2(2x+ 5)
1
2 = 3

√
2x+ 5 .

Czyli długość łuku krzywej o równaniu
f(x) = (2x+ 5)

3
2 w przedziale [4, 8] wynosi

L =
∫ 8

4

√
1 +

(
3
√

2x+ 5
)2
dx

L =
∫ 8

4

√
1 + 9(2x+ 5) dx
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L =
∫ 8

4

√
18x+ 46 dx

Całkȩ liczymy przez podstawienie u = 18x+ 46, sta̧d
du = 18dx. Zamieniamy granice całkowania: dolna
granica jest równa 118, a górna 190. Otrzymujemy

L =
1

18

∫ 190

118

√
u du =

1

18

u 3
2

3
2

190

118

L = 1
27

(√
1903 − 118

√
1183

)
= 1

27

(
190
√

190− 118
√

118
)
.

Rysunek 7: Interpretacja graficzna przykładu 8
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Zadanie 6. Oblicz długość łuku krzywej

a) y = 2x, x ∈ [1, 5],

b) y = −3x+ 1, x ∈ [−4, −1],

c) y2 = (x+ 1)3, x ∈ [0, 1],

d) 3y2 = 4x3, x ∈ [0, 1],

e) y2 = (2x+ 3)3, x ∈ [0, 2],

f) y =
√

(2x− 1)3, x ∈ [1, 2],

g) y =
√

(−3x+ 2)3, x ∈ [−2, 0],

h) y = x
√
x, x ∈ [0, 4],

i) 81y2 = 4x3, x ∈ [0, 1],

j) 16y2 = 49x3, x ∈ [0, 2].
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Odpowiedzi

Zadanie 1.
a) 9−8

√
2+4 ln 2, b) 33

5−8 4
√

5+4
√

5, c) 2
3

((
3641

3

) 3
2 −

(
971

3

) 3
2

)
,

d) 1
2(eπ−1), e) ln 1825

31 , f)−1365 5
16 , g) ln 4 3

14 , h)
1
2

(
e−1 − e−3

)
,

i) e
√

5 − e
√

3, j) −5π2, k) −1
3 ln 9

65 , l)
1
4π, m) 2

15 , n)
3
4π,

o) ln 3 + π
12 , p)

1
3

(
ln(3e3 + 4)− ln(3e+ 4)

)
, r) 0,

s) 1
4 (1 + 2 ln 2− ln 4), t)

√
2π − 4, u) ln 31

4 .

Zadanie 2.
a) 1141

3 , b) 9, c) 8, d) 16, e) 2e ln 2− 1, f) 311
2 − 8 ln 8, g)

3
2 , h)

π
2 , i)

ln 2−1
4 ln 2 , j) 302

3 , k) 2, l) 1, m) 41
2 , n)

5
12 ,

o) e− e−3, p) π
4 − ln

√
2, r) 1

4 , s)
2
3 + ln 3− 2 ln 2, t) π

4 ,
u) 4 4

√
18−9
24 .

Zadanie 3.
a) 182

7π, b)
2
3π, c) 8π, d) 244

5π, e) 111
5π, f) 21

2π, g) 36π,
h) 102

3π, i)
π2

2 , j)
63

32 ln 2π.

Zadanie 4.
a) 54

√
3

7 π, b) 2π, c) e2(3e2−1)
2 π, d) 2e2(3e2 − 1)π, e) 24

√
3

5 π,
f) 6π, g) 8π, h) 4 4

15π, i) 2π2, j) 4
27 ln 3

(
3 + 4

ln 3

)
π.

Zadanie 5.
a) 41

√
41−1
6 π, b) 17

√
17−1
9 π, c) 12π, d) 10

√
10−1

27 π, e) 56
√

2
3 π, f)

32π, g) 12π, h) 3
√

33−1
6 π, i) 30

√
5π2, j) 30π.

Zadanie 6.
a) 4
√

5, b) 3
√

10, c) 31
√

31−22
√

22
27 , d) 14

9 , e)
8)(64−7

√
7)

27 ,
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f) 28
√

28−10
√

10
27 , g) 406

√
406−163

√
163

729 , h) 13
√

13−8
27 ,

i) 20
√

10−54
9 , j) 473

√
946−256

2646 .

:)
Matematykiem jest ten, dla kogo wzór:

∫ +∞

−∞
e−x

2

dx =
√
π

jest tak oczywisty, jak dla innych dwa razy dwa równa siȩ
cztery.

Thomson Wiliam Kelvin



Rozdział 10: Podstawowe
równania różniczkowe

clxvii
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Równania różniczkowe

Równaniem różniczkowym zwyczajnym rzȩdu pierwszego
nazywamy równanie postaci

F (x, y, y
′
) = 0,

gdzie y′ wystȩpuje istotnie, pozostałe argumenty, tzn. x i
y moga̧ wystȩpować, ale nie musza̧.

Rozwia̧zaniem (całka̧) równania różniczkowego nazywamy
każda̧ funkcjȩ różniczkowalna̧ y = φ(x), która spełnia dane
równanie dla każdej wartości x z pewnego przedziału.

Równaniem różniczkowym o zmiennych
rozdzielonych
nazywamy równanie różniczkowe postaci

dy

dx
= p(y)q(x).

Jeżeli funkcja g(y) 6= 0, to równanie o zmiennych roz-
dzielonych można zapisać w postaci dy

g(y) = f(x)dx i obu-
stronnie całkuja̧c otrzymujemy całkȩ ogólna̧ (rozwia̧zanie)
równania różniczkowego

∫ dy

f(y)
=
∫
f(x)dx.
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Przykład 1. Rozwia̧zać równanie y′ + y2 sinx = 3x2y2.

Rozwia̧zanie:
Aby rozwia̧zać to równanie przyjmijmy, że y = 0.
Wtedy lewa i prawa strona równania sa̧ również równe
zero i wtedy y = 0 jest jednym z możliwych rozwia̧zań
tego równania.
Załóżmy, że y 6= 0. Obie strony równania dzielimy
przez y2. Mamy wtedy
1
y2 ·

dy
dx + sinx = 3x2

odejmujemy obustronnie sinx
1
y2 ·

dy
dx = 3x2 − sinx

mnożymy przez dx
1
y2dy =

(
3x2 − sinx

)
dx

całkujemy obustronnie∫ 1

y2
dy =

∫ (
3x2 − sinx

)
dx

obliczamy całki
−1
y = x3 + cosx+ c

y = −1
x3+cosx+c .

Odpowiedź:
Rozwia̧zaniem szczególnym równania
y
′
+ y2 sinx = 3x2y2

jest y = 0. Gdy y 6= 0, to rozwia̧zaniem ogólnym jest
y = −1

x3+cosx+c , gdzie c oznacza dowolna̧ stała̧.
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Zadanie 1. Rozwia̧ż równanie różniczkowe o zmiennych rozdzielo-
nych

a) xy
′ − y = 0, b) yy

′
+ x = 0,

c) x2dy + (y − 2)dx = 0, d) x2y
′
+ y = 0,

e) x+ xy + y
′
(y + xy) = 0, f) y

′
= y,

g) 2yx2dy = (1 + x2)dx, h) 2y
′√
x = y,

i) y
′
= (2y + 1)ctgx, j) x2y

′
+ y2 = 0,

k) y
′
(x2 − 4) = 2xy, l) y

′
+ ytgx = 0,

m) (x2 + x)y
′
= 2y + 1, n) y

′
x2 = 2y,

o) 4y
′
+ 10x− 8 = x3 + x2 − xy′, p) y

′
= 2
√
y lnx,

r) y
′
+ 1 = 2x3 + 5x2 − 2xy

′
, s) y

′
ey = 2x− y′,

t) xy
′
+ 16 = x2 − 4y

′
, u) 2yy

′
+ x = y

′
+ 1,
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Równaniem różniczkowym jednorodnym
nazywamy równanie różniczkowe postaci

dy

dx
= f

(
y

x

)

Równanie różniczkowe tego typu rozwia̧zujemy przez
podstawienie u = y

x .
Sta̧d y = ux oraz dy

dx = u+ xdudx .
Równanie wyjściowe przyjmuje wtedy postać

u+ x
du

dx
= f(u).

Zakładaja̧c, że x 6= 0 oraz f(u)− u 6= 0 otrzymujemy
równanie o zmiennych rozdzielonych

du

f(u)− u
=
dx

x
.
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Przykład 2. Rozwia̧zać równanie xy′ = 2x+ y.

Rozwia̧zanie:
Zakładamy, że x 6= 0 i obie strony równania dzielimy
przez x
xy
′
= 2x+ y

y
′
= 2 + y

x
dy
dx = 2 + y

x

Podstawiamy u = y
x .

Sta̧d y = ux, dydx = u+ xdudx . Wracamy do równania
u+ xdudx = 2 + u
xdudx = 2
Mnożymy przez dx i dzielimy przez x
du = 2

xdx

obustronnie całkujemy∫
du =

∫ 2
xdx

u = 2 ln |x|+ ln c
korzystamy z własności logarytmów
u = ln cx2

podstawiamy u
y
x = ln cx2

y = x lnx2c.

Odpowiedź:
Rozwia̧zaniem ogólnym równania jest y = x lnx2c.
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Zadanie 2. Rozwia̧ż równanie różniczkowe jednorodne

a) xyy
′
= x2 + y2, b) yy

′
= 2y − x,

c) xy
′
cos y

x = y cos y
x − x, d) y

′
= y

x −
x
y ,

e) x = y(1 + ln y
x), f) xy

′
= y2 + xy,

g) xy
′
+ 2
√
xy = y, h) y

′
= y2

x2 − 2,

i) y2 + x2y
′
= xyy

′
, j) y

′
= 2xy

x2−y2 ,

k) (3y2 + 3xy + x2)dx = (x2 + 2xy)dy, l) y
′
= e

y
x + y

x ,

m) xy
′
sin y

x cos y
x − y sin y

x cos y
x = x, n) e

2y
x (xy

′ − y) = x,

o) xy′ − y2 = x
√
x2 − y2, p) xy

′
= y + ctg yx ,

r) (y − 2x)y
′
+ 2y = 0, s) xy

′
= 2y ln y

x ,

t) (4y − x)y
′
= y + 2x, u) 4xyy

′
= x2 + 2y2.
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Równanie różniczkowe typu

dy

dx
= f (ax+ by + c)

gdzie a 6= 0, b 6= 0, f(x) jest funkcja̧ cia̧gła̧.

Tego typu równanie rozwia̧zujemy przez podstawienie
wprowadzaja̧c nowa̧ zmienna̧ zależna̧ (funkcjȩ) u(x)
dana̧ zwia̧zkiem u(x) = ax+ by+ c, gdzie y uważamy
za funkcjȩ zmiennej x.
Różniczkujemy
du
dx = a+ bdydx . Sta̧d

dy
dx = 1

b ·
du
dx −

a
b .

Nastȩpnie przy założeniu, że bf(u) + a 6= 0 badamy
równanie dx

du = 1
bf(u)+a , czyli, po wymnożeniu przez du,

równanie dx = du
bf(u)+a . Jest to równanie o zmiennych

rozdzielonych i jego rozwia̧zanie ma postać
∫ du

bf(u) + a
=
∫
dx.
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Przykład 3. Rozwia̧zać równanie y′ = 3
(2x+y−1)4 − 2.

Rozwia̧zanie:
W celu rozwia̧zania równania y′ = 3

(2x+y−1)4 − 2
wykonujemy podstawienie
u = 2x+ y − 1, a sta̧d du

dx = 2 + dy
dx .

Nastȩpnie dy
dx = du

dx − 2.
Wracamy do równania
du
dx − 2 = 3

u4 − 2
du
dx = 3

u4

mnożymy przez dx i przez u4

u4du = 3dx
obustronnie całkujemy∫
u4du = 3

∫
dx

u5

5 = 3x+ c

u = 5
√

3x+ c

podstawiamy u
2x+ y − 1 = 5

√
3x+ c

y = 5
√

3x+ c− 2x+ 1

Odpowiedź:
Rozwia̧zaniem ogólnym równania jest
y = 5
√

3x+ c− 2x+ 1.
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Zadanie 3. Rozwia̧ż równanie różniczkowe typu

y
′
= f(ax+ by + c)

a) y
′
= (x+ y + 1)2 − 2x− 2y − 2, b) (x+ y)y

′
= 1,

c) y
′
= 1

x+y + x+ y + 1, d) y
′
= (3x+ y + 2)2,

e) y
′
= (x+ y)2 − 1, f) y

′
= 3

(x+y)3 − 1,

g) x+ 2y + 1 + (2x+ 4y + 3) = 0, h) y
′
= 1

cos(x+y−2) − 1,

i) y
′
= tg(2x+ y + 3)− 2, j) y

′
= 1

ln(x+y+1) − 1,

k) y
′
= sin2(−x+ y + 3), l) y

′
= (9x+ y − 3)2,

m) y
′
= 7x+ 2y − 1, n) y

′
= 2x+ 3y + 5,

o) y
′
= −(x+ 2y + 3)2 + 8x+16y+3

4 , p) y
′
= (−x+ 2y + 5)2,

r) y
′
= 1

4(x−y) + x− y + 2, s) y
′
= e2x+3y−7 − 2

3 ,

t) y
′
= tg(−2x+ y + 4) + 2, u) y

′
= ex+y + 1.
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Równaniem różniczkowym niejednorodnym
nazywamy równanie typu

dy

dx
+ p(x)y = q(x)

Równanie tego typu rozwia̧zujemy metoda̧ uzmiennia-
nia stałej. W tym celu rozwia̧zujemy najpierw równa-
nie jednorodne

dy

dx
+ p(x)y = 0,

przyjmuja̧c że q(x) = 0. Rozwia̧zaniem tego równania
jest y = ce−P (x). Nastȩpnie stała̧ c uzmienniamy, tzn.
zastȩpujemy funkcja̧ c(x) tak dobrana̧, aby funkcja
y = c(x)e−P (x) była całka̧ równania niejednorodnego.
Obliczamy pochodna̧

dy

dx
=
dc

dx
e−P (x) + c(x)e−P (x)

−dP (x)

dx

 .
Podstawiamy rozwia̧zanie równania jednorodnego i po-
chodna̧ do równania niejednorodnego. Mamy

dc

dx
e−P (x)−c(x)

dP (x)

dx
e−P (x)+

dP (x)

dx
c(c)e−P (x) = q(x),

a po redukcji
dc

dx
e−P (x) = q(x),

czyli dc
dx = q(x)eP (x), a sta̧d c(x) = Q(x) + c1, gdzie

Q(x) =
∫
q(x)eP (x)dx. Wyrażenie c(x) podstwiamy

do rozwia̧zania równania jednorodnego i otrzymujemy

y = Q(x)e−P (x) + c1e
−P (x).
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Przykład 4. Rozwia̧ż równanie y′ + y = cosx.

Jest to równanie niejednorodne. Rozwia̧zujemy naj-
pierw równanie jednorodne y′ + y = 0 otrzymuja̧c

dy

dx
= −y.

Przyjmujemy założenie, że y 6= 0 i dzielimy obustron-
nie przez y. Sta̧d
dy
y = −dx. Całkujemy obustronnie i mamy∫ dy
y = −dx, co implikuje

y = ce−x. Jest to rozwia̧zanie równania jednorodnego.
Uzmienniamy stała̧ c przyjmuja̧c, że c jest funkcja̧ x,
czyli
y = c(x)e−x. Sta̧d po zróżniczkowaniu
dy
dx = dc

dxe
−x − c(x)e−x.

Wstawiamy to do równania y′ + y = cosx. Zatem
dc
dxe
−x − c(x)e−x + c(x)e−x = cosx. Po uproszczeniu

dc = cosxexdx. Całkujemy obustronnie i mamy
∫
dc =

∫
cosxexdx.

Całkȩ z prawej strony równania liczymy przez czȩści,
tzn.
u = cosx dv = exdx
du = − sinx v = ex

.

Stosujemy wzór na całkowanie przez czȩści i otrzymu-
jemy∫

cosxexdx = ex cosx +
∫
ex sinxdx. Całkȩ, która̧

otrzymaliśmy liczyny ponownie przez czȩści. Sta̧d
u = sinx dv = exdx
du = cosx v = ex

.
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∫
ex cosxdx = ex cosx+ ex sinx− ∫

ex cosxdx.
Przenosimy na jedna̧ stronȩ i wtedy
2
∫
ex cosxdx = ex cosx+ ex sinx i po podzieleniu∫

ex cosxdx = 1
2 (ex cosx+ ex sinx) + c.

Wracamy do
∫
dc =

∫
cosxexdx i otrzymujemy

c(x) = 1
2 (ex cosx+ ex sinx) + c1. Nastȩpnie c(x)

wstawiamy do rowia̧zania równania jednorodnego i

y =
1

2
(cosx+ sinx) + c1e

−x.
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Zadanie 4. Rozwia̧ż równanie różniczkowe niejednorodne

a) y
′ − 3y

x = x, b) y
′
+ 2y

x = e−x
2

x ,

c) y
′
cosx− y sinx = sin 2x, d) y

′
+ ytgx = sin 2x,

e) y
′ − yctgx = ctgx

sinx , f) xy
′ − y = exx2,

g) y
′
= y + ex, h) 6y

′ − y = e3x,

i) y
′
+ 4y = 3e7x, j) y

′
+ 3y = 2x2 + 3x− 4,

k) y
′
+ y = 3 cos x, l) y

′
= 3y+2x2

2 ,

m) y
′ − xy = 5x, n) y

′ − y
x = x lnx,

o) y
′ − ytgx = ctgx, p) y

′
+ y cosx = sin 2x,

r) y
′
+ 2xy = xe−x

2

, s) y
′
+ 1−2x

x2 y = 1,

t) y
′ − 2xy

1+x2 = 1 + x2, u) y
′
+ y cosx = sinx cosx.
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Odpowiedzi

Zadanie 1.
a) y = cx, b) x2 + y2 = c, c) y = ce

1
x + 2, d) y = ce

1
x ,

e) x+ y = (x+ 1)(y+ 1) ln c, f) y = cex, g) y2 = x2−1+cx
x ,

h) y = ce
√
x, i) y = c sin2 x−1

2 , j) 1
x + 1

y + c, k) y = c(x2− 4),
l) y = c cosx, m) y = cx2

2(x+1)2 −
1
2 , n) y = ce−

2
x ,

o) y = x3

3 + 3x2

2 + 2x+ c, p) √y = x lnx− x+ c,
r) y = x3

3 +x2−x+c, s) y = − 1
x3+cosx+c , t) y = x2

2 −4x+c,
u) y2 − y = x− x2

2 + c.

Zadanie 2.
a) y2 = 2x2 ln |cx|, b) y = x+ ce

x
y−x ,

c) sin y
x + ln |x| = c, d) y2 = 2x2 ln c

x , e) y = xecx,
f) y = x

c−ln |x| , g)
√
y
x = ln | cx|, h) y = 2x+ x3(y + x)c,

i) y = ce
y
x , j) y = (x2 + y2)c, k) (x+ y)2 = x3e−

x
x+y c,

l) y = c cosx, m) sin2 y
x = 2 ln |cx|, n) y = x

2 ln(2 ln(cx)),
o)
√
x2 − y2 = x ln c

x , p) y = xarccos cx , r) y = ce−
2x
y , s)

y = cxex
2+ 1

2 , t) y = x+ c
(

2y−x
x

)2, u) y2 = x
2(c− x).

Zadanie 3.
a) y = x− 1

x+c , b) y = cey − x− 1,
c) 1

x+y+1 + ln |x+ y + 1| = x+ c,
d) y =

√
3tg(
√

3x+ c)− 3x− 2, e) y = −x− 1
x+c ,

f) y = 4
√

12x+ c, g) (x+ 2y + 1)2 + 2y = x− 1 + c,
h) y = arcsin(x + c)− x + 2, i) y = arcsinex+c − 2x− 3,
j) (x+ y + 1) ln(x+ y + 1)− y = 2x+ c+ 1,
k) y = x+ arctg(−x+ c)− 3, l) y = 3tg(9x+ c)− 9x+ 3,
m) y = 1

4

(
e2x+c − 14x− 5

)
, n) y = 1

9

(
e3x+c − 2

)
− 2

3x−
5
3 ,
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o) |2x+4y+1|
|2x+4y+7| = e−24x+c, p) |

√
2(−x+2y+5)−1|

|
√

2(−x+2y+5)+1| = e2
√

2x+c,
r) 1

4 ln(2x− 2y + 1) + 1
4(2x−2y+1) = 1

4x+ c,
s) y = 1

3 ln |−3x+c|− 2
3x+ 7

3 , t) y = 2x+arcsin (e−x+c)−4,
u) y = −x− ln | − x+ c |.

Zadanie 4.
a) y = −x2 + cx3, b) y = c−e−x2

2x2 , c) c−cos 2x
2 cosx ,

d) y = −2 cos2 x+ c cosx, e) y = −1
sinx + c sinx,

f) y = xex + cx, g) y = ex
2+cx, h) y = 1

17e
3x + ce

x
6 ,

i) y = 1
5e

11x + ce−4x, j) y = 1
27

(
18x2 + 15x− 41

)
+ ce−3x,

k) y = 3
2(sinx+cosx)+ce−x, l) y = −3

2x
2− 8

9x−
16
27 +ce

3
2x,

m) y = −5 + ce
1
2x

2, n) y = x2(lnx− 1) + cx,

o) y = 1 +
ln(c·tgx2)

cosx , p) y = 2(sinx− 1) + ce− sinx,
r) y =

(
x2

2 + c
)
e−x

2, s) y = x2(1 + ce−
1
x2 ),

t) y = (x+ c)(x2 + 1), u) y = sinx+ ce− sinx − 1.

:)
Oprócz matematyki nie istnieje żadna niezawodna wiedza
z wyja̧tkiem tej, która wywodzi siȩ z matematyki.

Robert Rekord



Przykładowe kolokwia

clxxxiii



clxxxiv PRZYKŁADOWE KOLOKWIA

Kolokwium 1

Zad 1) Korzystaja̧c z definicji obliczyć pochodna̧ funkcji
f(x) = 1

x2+1 .

Zad 2) Obliczyć granicȩ lim
x→−∞

(
x
(
e

1
x − 1

))
.

Zad 3) Wyznaczyć parametry a i b tak, aby funkcja

f(x) =

 ax+ 1 dla x ≤ π
2

sinx+ b dla x > π
2

była cia̧gła w punkcie

x0 = π
2 .

Zad 4) Wyznaczyć punkty przegiȩcia i wypukłość funkcji
f(x) = (1 + x2) ex.

Zad 5) Wyznaczyć asymptoty funkcji f(x) = 2x4+x3+1
x3−1 .

Zad 6) Znaleźć ekstremum funkcji f(x) = x2e−x.

Zad 7) Wyznaczyć dziedzinȩ funkcji y =
√
x2−x+1

5−x +
√

5
log(x+6) .

Zad 8) Obliczyć granicȩ lim
x→∞

(
4x+ 1

4x− 1

)3x−2

.

Zad 9) Wyznaczyć punkty przeciȩcia z osiami wykresu
funkcji y =

√
x+4−5
x2+3

Zad 10) Które wyrazy cia̧gu o wyrazie ogólnym
an =

√
n+4−5
n2+3 sa̧ nieujemne?
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Kolokwium 2

Zad 1) Oblicz
∫ 3

2
(12x− 10) sin(−3x2 + 5x− 7)dx.

Zad 2) Oblicz
∫ √

x+ 1 · ln(x+ 1)dx.

Zad 3) Oblicz
∫

(x+ 2)
√
x2 + 4x+ 5dx.

Zad 4) Oblicz
∫ dx

x3 + 2x2 + x
.

Zad 5) Oblicz
∫
ex
1 +

e−x(x+ 1)2

x

 dx.
Zad 6) Oblicz pole obszaru ograniczonego krzywymi
y = e−x, y = e3x oraz y =

√
e.

Zad 7) Rozwia̧ż równanie 2xy
′
(y + 1) = 3x2 + 2x+ 4.

Zad 8) Rozwia̧ż równanie y′ + 2y = 4x.

Zad 9) Oblicz objȩtość bryły powstałej w wyniku obrotu
wokół osi ox krzywej o równaniu f(x) = 2x3 − 9x2 − 60x
w przedziale [0, 8].

Zad 10) Oblicz pole powierzchni bryły powstałej w wyniku
obrotu wykresu funkcji o równaniu y2 = x−3 w przedziale
[3, 6].



clxxxvi PRZYKŁADOWE KOLOKWIA

:)
Matematyk naprawdȩ dobrze zna jakieś pojȩcie, gdy
zapomni jego definicjȩ, a mimo to umie je stosować.

Roman Sikorski
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zadaniach, czȩść II. Państwowe Wydawnictwa Nauko-
we, Warszawa 1987

• Leitner R., Matuszewski W., Rojek Z.: Zadania z ma-
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