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Numeryczne wyznaczanie wytrzymafosci
opakowan z tektury falistej

Cz. 1. Zatozenia teoretyczne

w modelowaniu numerycznym opakowan papierowych

Numerical Strength Estimate of Corrugated Board Packages
Part 1. Theoretical Assumptions in Numerical Modeling of Paperboard Packages
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W niniejszej pracy podjeto tematyke zwigzang z Szeroko rozumia-
nym projektowaniem opakowar z tektury falistej. W praktyce pro-
jekt nowego opakowania najpierw pojawia sie w formie koncepcji
projektanta, opartej na szczegétowych wytycznych zamawiajgce-
go. W nastepnym kroku powstaje jego graficzna forma, po czym
prototyp wycinany jest na ploterze. Przygotowany w ten sposob
zestaw prototypowych modeli opakowania przechodzi serig testow
laboratoryjnych, gazie sprawdzane S wszystkie wymagane przez
zamawiajgcego wskazniki wytrzymatosciowe. W tak przyjetym
fancuchu projektowym mozna z powodzeniem umiescic jeszcze
Jjedno ogniwo, ktdre pozwoli zoptymalizowac i zautomatyzowac
proces tworzenia nowego opakowania. Optymalizacji moze
podlegac zarowno sama konstrukcja, jak i dobor najbaraziej od-
powiedniego indeksu tektury tak, aby projekt z pewnym zapasem
bezpieczenstwa spefniat wszystkie wymagania i jednoczesnie byt
ekonomiczny. W celu uzupetnienia procesu konstruowania nowych
prototypow opakowar mozna wykorzystac zaawansowane techniki
numeryczne, oparte np. na metodzie elementéw skoriczonych.
W pierwszej czesci artykutu przedstawiono zafozenia teoretyczne,
niezbedne do zbudowania wiarygodnego modelu numerycznego
opakowania z tektury falistey.

Stowa kluczowe: tektura falista, homogenizacja, metoda elemen-
tow skoriczonych

In this work the issues related to the wider design of corrugated
packaging are discussed. In practice, the design of the new
packaging appears first as a concept of designer based on spe-
cific ordering guidelines. In the next step, the graphical form is
created and then the prototype goes to die. Prepared in this way,
a set of prototype models of packages goes through a series of
laboratory tests, which check all required moauli. In such a design
chain a missing link that will optimize and automate the process
of creating a new package can be successfully adopted. Both the
structure itself and the selection of the most appropriate index of
cardboard may be subjected to optimization, so that the design
meets with a chosen safety margin all the requirements and at
the same time it’s economical. For the purpose of complement
of cardboard prototypes design process, one can use advanced
computational techniques, based for example on finite element
methods. In the first part of the paper the theoretical foundation,
necessary to build a reliable numerical model of corrugated board
packaging is presented.

Keywords: corrugated board, homogenization, finite element
methods
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Wprowadzenie

Wyroby wykonane z papieru oraz tektury spotyka¢ mozna
W naszym codziennym zyciu prawie na kazdym kroku. Materiaf
ten jestrowniez czesto wykorzystywany w przemysle, np. tektura
lita jest gtownym sktadnikiem laminatu do produkcji opakowan
aseptycznych przeznaczonych do przechowywania sokow i pro-
duktéw mlecznych (1), z tektury falistej produkuje sig opakowania
transportowe oraz handlowe (tzw. Shelf Ready Packaging) (2).
Tekture stosuje sig rowniez w przemysle meblarskim, jako materiat
uzupetniajgcy konstrukcje blatéw i stotdw, czy tez ptyt szaf i potek
(3). W wielu krajach narazonych na oddziatywania trzesien ziemi
mozemy spotka¢ elementy konstrukcji budowlanych lub wrecz
cate konstrukcje wykonane ze specjalnie przygotowanej tektury
wielowarstwowej (4). Pewien mitosnik tektury i rowerow wyko-
nat nawet catg konstrukcje roweru z tektury (5). Okazuje sig, ze
papier jest jednym z cze$ciej spotykanych materiatdw w naszym
codziennym zyciu, jednak niewielu z nas zastanawia sie jak jest
wytwarzany, czy jakie ma wtasciwosci fizyczne.

Wiedza natemat wtasciwo$ci mechanicznych papieru jest bardzo
istotna, np. w procesie projektowania konstrukcji opakowan z tek-
tury falistej. W typowych warunkach projektant, opierajgc sig na
zafozeniach technicznych lub fizycznym modelu produktu, tworzy
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Rys. 1. Kierunki gtéwne w papierze (a) oraz w tekturze falistej (b

wiasciwy projekt konstrukcji opakowania.
Podczas procesu projektowania dobierany
jesttakze odpowiedni rodzaj tektury, w celu
zapewnienia wymaganych cech funkcjo-
nalnych i wytrzymatosciowych opakowa-
nia. Dlatego, oprdcz wiedzy eksperckiej
konstruktora i testow laboratoryjnych,
wykorzystuje sie badania wskaznikow wy-
trzymato$ciowych prototypow rozwazanej
konstrukcji, wykonanych z tektur, mozliwie
najlepiej przystajacych do stawianych
wymagan projektowych. Po uzyskaniu
wtasciwych rezultatow nastepuje proces
akceptaciji konstrukciji przez klienta i dalsze
procedury zmierzajace do wyprodukowania
opakowania. W procesie tym wiedza na
temat wtasciwosci mechanicznych papieru
wydaje sig¢ by¢ kluczowa. Intuicyjnie wiemy,
ze materiat o lepszych wtasciwosciach wy-
trzymatoSciowych jest w stanie przeniesc¢
wieksze obcigzenia, dzieki czemu mozna
zaprojektowac opakowanie o lepszych
parametrach.

Poniewaz papier wykonany jest gtownie
z wtdkien roélinnych, a w procesie jego
produkcji wtdkna uktadaja sie wzdtuz pre-
ferowanego kierunku (zwanego kierunkiem
maszynowym, ang. Machine Direction lub
w skrdocie MD), wfasciwo$ci mechanicz-
ne papieru majg charakter kierunkowy,
charakterystyczny dla materiatow orto-
tropowych. Materiat ortotropowy, jako
przypadek szczegolny materiatu anizotro-
powego, charakteryzuije sie wtasciwoscia-
mi sprezystymi i/lub plastycznymi, ktore
sg najczesciej rozne wzdtuz wzajemnie
prostopadtych kierunkéw (MD, CD - Cross
Direction oraz ZD — kierunek prostopadty
do ptaszczyzny tektury) (rys. 1).

To wiasnie rodzaj, dtugo$¢, ksztatt oraz
sposob utozenia wtokien decydujg o wta-
sciwos$ciach mechanicznych papieru lub
tektury, w nieco mniejszym stopniu wptyw
na wytrzymatos$¢ majg rowniez: stopien
zmielenia masy, stopien zwigzania wtdkien
oraz stopien sprasowania. Jednakze w pro-
cesie projektowania opakowan z tektury
falistej, modelowanie papieru w skali mikro
jest bardzo ktopotliwe, dlatego najczesciej
papier modeluje sie w skali makro, niejako
homogenizujac jego strukture wtoknistg.
W takim podejsciu, wtasciwo$ci mechanicz-
ne poszczegolnych wiokien, ich wzajemne
ufozenie oraz powigzania rozpatrywane sg
W Sposob usredniony na pewnej reprezen-
tatywnej objeto$ci materiatu. W przyjetej
skali makro materiat heterogoniczny, jakim
bez watpienia jest papier, rozpatrywany jest
jako materiat homogeniczny, co pozwala
znacznie uprosci¢ model konstytutywny
opisujgcy zachowanie materiafu.

W literaturze mozna znalez¢ wiele
makroskopowych modeli konstytutyw-
nych oryginalnie zaproponowanych do
opisu matematycznego stalowych ptyt
ortotropowych (6-8) lub laminatow (9),
ktore z powodzeniem wykorzystywane sg
rowniez do opisu papieru. W$rdd modeli
zaproponowanych stricte do numeryczne-
go modelowania papieru warto wymieni¢
te najbardziej popularne, np. (10, 11).
Rowniez model (12) oraz jego modyfika-
cja (13), przeznaczone do opisu tektury,
zyskaty sporg popularnos¢ w przemysle
opakowan aseptycznych. Bez wzgledu
na to, ktory model zostanie wybrany do
implementaciji w procesie komputerowego
projektowania, najwazniejszym elementem

pozostaje mozliwie precyzyjne okre$lenie
wszystkich parametrow wybranego mode-
lu. Wiekszos¢ parametrow materiatowych
mozna wyznaczy¢ bezposrednio z testow
laboratoryjnych (14), inne nalezy wyzna-
czy¢ np. korzystajgc z metod odwrotnych
(15, 16).

Tektura i papier jako materiat
konstrukcyjny

W laboratoriach papierniczych mozemy
okresli¢ zarowno wtasciwos$ci optyczne,
uzytkowe, jak i mechaniczne papieru lub
tektury. Do najbardziej popularnych testow
wytrzymatosciowych mozna zaliczy¢ np.:
e odporno$¢ na zgniatanie przy krotkim

wpieciu (Short Span Compression Test,

w skrocie SCT);

» wytrzymato$¢ na rozcigganie papieru,

e wytrzymato$¢ na przepuklenie papieru
lub tektury falistej (Bursting Test),

* wytrzymato$¢ na zgniatanie krawedzio-
we lub ptaskie tektury falistej (Edge
Crush Test, w skrocie ECT oraz Flat
Crush Test, w skracie FCT),

e sztywnosc¢ przy zginaniu tektury (Ben-
ding Stiffness),

« odpornosc¢ na przebicie (PET),

* i wiele innych.

Dosc¢ nietypowym testem jest okresle-
nie sztywnos$ci podtuznej i poprzecznej
papieru, czy na przyktad wspotczynnika
Poissona. Modut sprezystosci podtuznej
(zwany modutem Younga) jest wielkosciag
dobrze znang konstruktorom iinzynierom,
rzadziej wystepujacq w specyfikacjach
papieru w przemysle opakowan tektu-
rowych. Tradycyjnie modut ten mozna
wyznaczy¢ korzystajac z testu rozciggania
jednoosiowego probki. Poczatkowe nachy-
lenie krzywej odksztatcenie-naprezenie
na wykresie rozciggania (rys. 2a) okresla
modut sztywno$ci.

Papier, jako materiaf ortotropowy posia-
da jednak wigcej niz jeden modut sztyw-
nosci, przez co wymaganych jest wiecej
testow (rys. 2b) do okre$lenia parametrow
sprezystych. Jednym z ciekawszych
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eksperymentdow wykorzystywanych do
okreslenia wtasciwosci sprezystych pa-
pieru jest prosty test nieniszczacy, oparty
na pomiarze predkosci rozchodzenia sig
fali ultradzwigkowej w arkuszu papieru we
wszystkich kierunkach (17).

Okreslenie parametrow sprezystych,
0 czym byta juz mowa we wstepie, jest
waznym krokiem w procesie projektowania
komputerowego, dlatego w dalszej czesci
artykutu autorzy przyblizg czytelnikowi
kilka podstawowych definicji, opis kon-
stytutywny papieru oraz sposob kalibracji
statych materiatowych.

Dla materiatow ortotropowych w pta-
skim stanie naprezen relacja pomiedzy od-
ksztatceniami sprezystym a naprezeniami

wyglada nastepujaco:

€11 1/E1 _V21/E2 0 011

&2 | = |-Vl Eq 1/E, 0 ] [0'22} [1]
2eq, 0 0 1/ G151 1012

gdzie: £, — modut Younga w kierunku
maszynowym, £, — modut Younga w Kie-
runku poprzecznym, G,, — modut Kirchoffa,
Vigr Vo — WSPOIczZynniki Poissona. Z uwagi
na symetrig materiafowej macierzy podat-
nosci relacja pomiedzy wspofczynnikami
Poissona jest nastgpujaca:

Ey
Vi2 = £ Va1 [2]
2

Do opisu zachowania papieru w fazie
niesprezystej wybrano model Tsai-Wu
(9), ktory oryginalnie zaproponowany byt
do opisu kryterium zniszczenia cienkich
laminatéw. Implementacja modelu Tsai-
Wu wymaga definicji domeny sprezystej
opisanej funkcjg plastyczng oraz opisu
wzmocnienia materiatu.

2 2
Fi011 + Fp05;5 + Fi10(1 + Fp05, +

2
+ Fya0% + 2Fy501,09; < [0y ()] [3]

gdzie:
1 1 B 1 1

Fi=—-—; Fb=—-—;
Ot1 Oc1 Otz Oc2
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Rys. 2. Strefa sprezysta i plastyczna w tescie rozciagania osiowego (a), typowe wykresy rozciggania
probki papieru w gtownych kierunkach ortotropii (b)

f’tszcz; [4]

1
Fiz= =5 |1- op1a(F1 + F2) -
20512[

- szlz(Fll - Fzz)] [5]

gdzie: o,, — granica sprezystosci ma-
teriatu przy rozcigganiu w kierunku MD,
o, — granica sprezystosci materiatu przy
$ciskaniu w kierunku MD, o, — granica
sprezystosci materiatu przy rozcigganiu
w kierunku CD, o, — granica sprezysto-
§ci materiatu przy $ciskaniu w kierunku
CD, t,, — granica sprgzystosci materiafu
przy $cinaniu, o,,, — granica sprezystosci
materiatu przy rozcigganiu w tescie dwu-
osiowego rozciagania, o, (K) — funkcja
opisujagca wzmocnienie materiatu (dla K
=0, o, = 1).

Model materiatowy przyjety do opisu za-
chowania papieru jest waznym elementem
projektowania komputerowego opakowan
ztektury falistej jednakze nie jedynym, ktory
nalezy wzig¢ pod uwage. Innymi waznymi
czynnikami s3: poprawny opis fizyczny
i matematyczny analizowanego zagadnie-
nia, metoda rozwigzania (numeryczna, ana-
lityczna), dobor typu analizy (dynamiczna,
statyczna), kinematyka zagadnienia oraz
warunki brzegowe i poczatkowe uktadu.
Wszystkie wymienione sktadniki stano-
wig jedng cafosc¢, ktdra mozna zamknac
w jednym dziale fizyki zwanym ,metody
komputerowe mechaniki ciata statego”.

Komputerowa metoda
projektowania opakowan

Komputerowe modelowanie konstrukcji
opakowania wykonanego z tektury falistej
jest zagadnieniem, ktore wymaga wiedzy
z obszaru numerycznego rozwigzywa-
nia rownan rozniczkowych opisujacych
zagadnienia poczatkowo-brzegowe. Jed-
ng z najczesciej stosowanych metod
numerycznych do rozwigzywania tego
typu problemow jest metoda elementow
skoniczonych (18, 19). Opiera sig ona na
dyskretyzacji modelu za pomoca prostych
geometrycznie elementow i aproksymaciji
rozwigzania wspomnianych réwnan w ob-
szarze danego elementu np. wielomianami
pierwszego lub drugiego stopnia. Dodat-
kowo pozwala rozwigzywac zagadnienia
silnie nieliniowe, gdzie zrodtem nieliniowo-
$ci moze by¢ zarowno materiat, jak i duze
przemieszczenia uktadu.

Z uwagi na specyficzng strukture prze-
kroju tektury falistej (szczegoty pokazane
sg na rys. 3a) modelowanie opakowania
z uwzglednieniem doktadnej geometrii
tektury w skali rzeczywistej jest zagadnie-
niem bardzo czasochtonnym. Szczegolnie,
gdy przyjety model materiafowy jest silnie
nieliniowy, przez co problem musi by¢
rozwigzywany iteracyjnie. Dodatkowo
lokalne niestateczno$ci $cianek prze-
kroju tektury oraz duze przemieszczenia
scian bocznych opakowania powoduja,
ze model numeryczny nie tylko wymaga
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Rys. 4. Model tektury falistej (a), model rownowazny powfokowy (b)

bardzo dtugiego czasu analizy, ale czgsto
algorytm przerywa obliczenia z uwagi na
brak zbieznosci rozwigzania.

Jedng z mozliwos$ci uproszczenia
analizy jest wykorzystanie algorytmow
opartych na jawnym catkowaniu rownan
ruchu (20), co pozwala ustabilizowac roz-
wigzanie, ale czesto znacznie wydtuza czas
analizy z uwagi na potrzebe zastosowania
bardzo krotkiego kroku catkowania.

Homogenizacja tektury falistej wigze sie
z uproszczeniem jej periodycznej struktury
(rys. 3a) do prostego modelu ztozonego
z pojedynczych elementow powtokowych
(rys. 3b) lub elementow warstwowych
(rys. 3c), ktory poprzez odpowiednio do-
brane parametry efektywne zachowuie sig
podobnie jak petny model tektury faliste;.
Parametry efektywne zastepczego modelu
mozna tatwo wyznaczy¢ metodami anali-
tycznymi, a takze, w przypadku bardziej
skomplikowanych geometrycznie modeli,
metodami numerycznymi. W metodach
analitycznych zazwyczaj wykorzystuje
sie klasyczng teorig laminatow (21) lub
metode homogenizacji asymptotycznej
(22), w metodach numerycznych nato-
miast czesto wykorzystuje sie zasade
rownowaznosci energii sprezystej (23).
W obu metodach proces homogenizaciji
sprowadza sig do wyznaczenia w pierwszej
kolejno$ci zastepczych sztywnosci modelu

c
Rys. 3. Model reprezentatywnej probki tektury falistej (a), model zhomogenizowany do jednej
warstwy (b) , model zhomogenizowany do trzech warstw (c)

Z uproszczong geometrig, a nastepnie
efektywnych parametrow niesprezystych.
Uproszczenie geometrii tektury falistej do
jednej warstwy powtoki o zastepczych pa-
rametrach pozwala znacznie skroci¢ czas
analizy i jednoczes$nie zachowac dokfad-
no$¢ rozwigzania. Gtdwnym czynnikiem
skrdcenia czasu analiz numerycznych jest
stukrotne lub nawet tysigckrotne zmniej-
szenie liczby elementow skonczonych
w modelu (rys. 4).

Uzyskane w procesie homogenizacji
efektywne parametry materiafowe zalezg
wytacznie od geometrii, rodzaju sktadni-
kow tektury falistej oraz ich wiasciwosci
mechanicznych. Dlatego tak wazne jest,
aby poprawnie wyznaczy¢ parametry
konstytutywne wszystkich komponentow
tektury falistej, a mianowicie warstw
pfaskich (zwanych linerami) oraz warstw
pofalowanych (zwanych flutingiem).
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