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Homogenization is a key step in the process of boxes and corru-

gated packages bearing capacity estimation. Because an accurate 

reconstruction of the complicated cross-section of corrugated 

board requires the use of a huge amount of finite elements, a full 

structural model of the entire package becomes impractical and 

therefore uneconomical. Therefore in practice it can be replaced 

by the model, which has much simpler geometry. Simplifications 

of the computational model should not, however, lead to changes 

in the system response. The main purpose of homogenizing is thus 

considerable acceleration of numerical analyzes while maintaining 

the accuracy of the solution. The first part of the paper presents 

the analytical homogenization techniques of sandwich panels 

with a periodic core.

Keywords: corrugated cardboard, homogenization, finite element 

methods

Homogenizacja jest kluczowym krokiem w procesie komputero-

wego wyznaczania nośności pudeł i opakowań z tektury falistej. 

Ponieważ dokładne odzwierciedlenie skomplikowanego przekroju 

tektury falistej wymaga wykorzystania ogromnej ilości elementów 

skończonych, pełny model strukturalny całego opakowania jest 

mało praktyczny i  często nieekonomiczny. Dlatego w  praktyce 

można go zastąpić modelem, którego geometria jest znacznie 

prostsza. Uproszczenia modelu obliczeniowego nie powinny 

jednak prowadzić do zmiany odpowiedzi systemu. Głównym 

celem homogenizacji jest zatem znaczne przyspieszenie analiz 

numerycznych przy jednoczesnym zachowaniu dokładności 

rozwiązania. W  pierwszej części artykułu przedstawiono ana-

lityczne techniki homogenizacji płyt warstwowych z  rdzeniem 

o periodycznej strukturze.

Słowa kluczowe: tektura falista, homogenizacja, metoda elemen-

tów skończonych
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Wprowadzenie

	Numeryczne modelowanie papieru i tektury jest zagadnieniem, 

które angażuje coraz większą grupę naukowców w kraju (1-3) i na 

świecie (4-7). W środowiskach akademickich najczęściej przepro-

wadza się symulacje komputerowe testów laboratoryjnych w celu 

weryfikacji nowych opisów konstytutywnych papieru (8-10) lub 

nowych procedur obliczeniowych (7, 11). Testy te przeprowadza się 

na niewielkich i nieskomplikowanych geometrycznie próbkach, co 

pozwala na szybką ocenę przydatności proponowanych rozwiązań. 

Z kolei w zastosowaniach przemysłowych prym wiodą rozwiązania 

empiryczne (12, 13) lub uproszczone rozwiązania analityczne (14, 

15). Niestety, zarówno zawansowane rozwiązania akademickie, jak 

i przemysłowe uproszczenia nie zawsze dają się skutecznie zasto-

sować, szczególnie gdy analizowane zagadnienie, czy model są 

skomplikowane. Przykładem może być analiza nośności opakowań 

z tektury falistej na podstawie testu ściskania pudła BCT (eng. Box 

Compression Test), podczas którego zaobserwować można nie 

tylko odpowiedź liniowo-sprężystą materiału, ale również nielinio-

we efekty związane z wyboczeniem oraz plastycznością (16, 17). 

Nierównomierny rozkład naprężeń na krawędziach ścian bocznych 

pudła w trakcie testu, ortotropia papieru i tektury (rys. 1), imperfekcje 

geometryczne i heterogeniczność materiału sprawiają, że analiza 

numeryczna konstrukcji wykonanych z papieru jest zagadnieniem 

wymagającym dużego doświadczenia oraz zaangażowania zaawan-

sowanych narzędzi. Przedstawione (12, 13) wzory empiryczne mają 

swoje zastosowanie do oceny wytrzymałości pudła na ściskanie 

jednakże tylko w  ograniczonym zakresie. Ograniczenia dotyczą 

przede wszystkim wymiarów i kształtu pudła. Wszelkie perforacje, 

wycięcia lub niestandardowe proporcje opakowania z tektury falistej 

wykluczają stosowanie wzorów uproszczonych.
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	W świetle przedstawionych ograniczeń uproszczonych metod 

empiryczno-analitycznych najlepszym rozwiązaniem wydaje się 

zastosowanie metody, która pozwoli uwzględnić wszystkie nieli-

niowe efekty, np. metoda elementów skończonych (MES). Metoda 

ta ma szerokie zastosowanie w rozwiązywaniu równań różniczko-

wych opisujących mechanikę ciała stałego. Jednakże stosowanie 

jej do skomplikowanych geometrycznie zagadnień prowadzi do 

bardzo rozbudowanych równań nieliniowych (często kilka milionów 

stopni swobody), których rozwiązanie jest, pomimo stosowania 

coraz wydajniejszych komputerów, wciąż dużym wyzwaniem. 

Zmniejszenie ilości elementów skończonych dyskretyzujących 

analizowany model prowadzi do znacznych oszczędności czasu 

obliczeń, jednak zbyt duże uproszczenia wprowadzają znaczne 

błędy obliczeniowe. Złotym środkiem może być zastosowanie 

homogenizacji, dzięki której model można zmniejszyć nawet 

1000-krotnie, przy możliwie najdokładniejszym zachowaniu jego 

właściwości mechanicznych.

Wybrane metody homogenizacj i  tek tur y fa l is tej

	Homogenizacja pozwala na zastąpienie skomplikowanej 

geometrycznie struktury konstrukcją znacznie prostszą, która 

poprzez odpowiednio dobrane efektywne parametry pozwala na 

poprawne odwzorowanie zachowania pełnego modelu. Ponieważ 

tektura falista składa się z na przemian ułożonych warstw płaskich 

i  falistych, a każda warstwa często charakteryzuje się różnymi 

parametrami, dlatego zabieg homogenizacji powinien również 

uwzględniać uśrednianie własności mechanicznych. Dodatkowo 

papier i tektura są materiałem ortotropowym, w którym własności 

mechaniczne zależą od kierunku obciążenia. W papierze wyróż-

niamy 3 główne kierunki ortotropii:

1 – kierunek podłużny (MD, ang. Machine Direction), 2 – kie-

runek poprzeczny (CD, ang. Cross Direction) oraz 3 – kierunek 

prostopadły do płaszczyzny (rys. 1).

Rys. 1. Główne kierunki materiałowe w tekturze falistej

	Wszystkie wymienione cechy papieru powodują, że homogeni-

zacja tektury falistej jest zagadnieniem trudnym i wymagającym. 

W niniejszej pracy przedstawiono trzy wybrane metody homoge-

nizacji w dwóch wariantach: 

• homogenizacja struktury tektury falistej do jednej warstwy 

(rys. 2),

• homogenizacja flutingu do wewnętrznej warstwy laminatu 

(rys. 3).

Rys. 2. Homogenizacja do jednej warstwy (typ-1)

Rys. 3. Homogenizacja do laminatu (typ-2)

Zaprezentowane metody homogenizacji polegają na wyznacze-

niu zastępczych sztywności oraz grubości efektywnych modelu. 

Wybrane metody homogenizacji można zgrupować w następujący 

sposób:

• homogenizacja analityczna oparta na równaniach klasycznej 

teorii wytrzymałości,

• homogenizacja analityczna oparta na klasycznej teorii lami-

natów (18),

• homogenizacja numeryczna oparta na metodzie elementów 

skończonych (19).

Inną popularną metodą homogenizacji jest metoda asympto-

tycznej ekspansji (20-22), jednak z uwagi na ograniczoną objętość 

opracowania oraz dość skomplikowane sformułowanie matema-

tyczne metoda ta nie będzie tu omówiona, a zainteresowanych 

czytelników odsyłamy do literatury (23, 24).

Homogenizacja inż ynierska

	

Homogenizacja tektury falistej, nazwana „inżynierską”, oparta 

jest na klasycznej teorii wytrzymałości materiałów w zastosowaniu 

do belek prostych o złożonych przekrojach. Przekrój składa się 

z płaskiej warstwy zewnętrznej (na rys. 4 oznaczonej symbolem 

, ang. superior liner) oraz wewnętrznej (oznaczonej symbolem 

, ang. interior liner) i z warstwy pofalowanej zwanej flutingiem 

(oznaczonej symbolem ).

Najważniejszym założeniem w homogenizacji inżynierskiej jest 

przyjęcie takich wartości zastępczych sztywności na zginanie  

oraz sztywności na rozciąganie  modelu zhomogenizowanego, 

aby były równe wartościom sztywności modelu strukturalnego. 

Możemy to zapisać następująco: , , 

, , gdzie wielkości z nadkreśleniem 

oznaczają wartości efektywne (uśrednione).
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Rys. 4. Przekrój 3-warstwowej tektury falistej

Na rysunku 4 wysokość flutingu wynosi   , 

grubość warstwy pofalowanej równa jest , a kąt   

 można wyznaczyć z zależności:

	 [1] 

Sztywności zginania modelu strukturalnego w kierunku MD oraz 

CD wynoszą odpowiednio:

	 [2a]

	 [2b]

Wszystkie oznaczenia zilustrowane są na rysunku 4. Jeżeli 

założymy, że fluting opisany jest funkcją:

	 [3]

wtedy odległość położenia przekroju flutingu do osi obojętnej  

 równa jest wartości funkcji . Po prostych przekształ-

ceniach równanie [2a] oraz [2b] można zapisać:

	 [4a]

	 [4b]

	Zhomogenizowane wartości sztywności zginania wyznaczone 

są dla zastępczego przekroju o wysokości h i wynoszą odpowied-

nio dla kierunku MD oraz CD:

	 [5]

W równaniach tych h wciąż jest wartością nieznaną. Niestety 

nie możemy jej przyjąć a priori, ponieważ może to prowadzić do 

błędnego oszacowania wartości efektywnych sztywności.

Sztywności rozciągania modelu strukturalnego w kierunku MD 

oraz CD wyznaczamy z zależności:

	 [6a]

	 [6b]

gdzie  jest współczynnikiem rozwinięcia (pofalowania) i można 

go wyznaczyć z prostej zależności:

	 [7]

	Dla przyjętej funkcji opisującej kształt flutingu [3] współczynnik 

ten opisany jest wzorem:

	 [8]

	Efektywne sztywności rozciągania w kierunku MD i CD zastęp-

czego przekroju o wysokości h wynoszą więc odpowiednio:

	 [9]

Po wyprowadzeniu zależności na efektywne moduły sztywności 

możemy oszacować zastępczą grubość h z przyrównania wartości, 

wyznaczonych z równania [5] oraz z równania [9]:

	

		  [10]

Efektywne moduły sztywności w kierunku MD i CD wynoszą 

więc odpowiednio:

	 [11a]

	 [11b]

Warto zauważyć, że we wzorach na sztywność zginania [4] i roz-

ciągania [6] w kierunku MD i CD nie uwzględniono wpływu flutingu, 

jednakże uproszczenie to wprowadza błąd o wartości mniejszej niż 

1%. Kolejnym ważnym spostrzeżeniem jest fakt, że korzystając 
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z uproszczonej homogenizacji „inżynierskiej” nie można niestety 

wyznaczyć zastępczych wartości współczynników Poissona czy 

modułów sztywności postaciowej. Żeby wyznaczyć te wartości 

należy skorzystać z bardziej zaawansowanych metod, na przykład 

homogenizacji opartej na klasycznej teorii laminatów.

K lasyczna teor ia laminatów

	W klasycznej teorii laminatów poszczególne warstwy tektury 

falistej traktujemy jak płyty laminatu, sprowadzając sztywności 

warstwy pofalowanej zdefiniowane w osiach lokalnych (xyz) do 

osi globalnych (123). Kierunek 1 pokrywa się z kierunkiem mate-

riałowym MD, a kierunek 2 z kierunkiem CD (rys. 5).

Rys. 5. Osie materiałowe lokalne xyz oraz globalne 123

	Tensory wraz z odpowiadającymi wektorami naprężeń i od-

kształceń działającymi w  płaszczyźnie każdej warstwy tektury 

zapisujemy w następujący sposób:

	 [12a]

	 [12b]

	Relacja między naprężeniami i odkształceniami wyrażona jest 

równaniami:

	 [13a]

	 [13b]

gdzie  jest macierzą sz tywności matariału natomiast 

 jest macierzą podatności. Dla poszczególnych warstw 

tektury falistej macierz ta przyjmuje postać:

	[14a]

			 

	 [14b]

gdzie  jest lokalną macierzą podatności warstwy pofalowanej 

(flutingu).

	 [15]

a tensor obrotu względem osi  ma postać:

	 [16]

gdzie  oraz 

	Poszczególne komponenty macierzy  mają następującą 

postać:

	 [17a]

	 [17b]

	 [17c]

	 [17d]

	 [17e]

	Związki między siłami normalnymi i momentami w powłoce 

a odkształceniami w płaszczyźnie i krzywiznami można zapisać 

w następujący sposób:

	 [18]

gdzie:  jest wektorem sił normalnych ,  

jest wektorem momentów zginających ,  jest 

wektorem odkształceń opisanym wzorem [12b] a   opisuje krzy-
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wizny . Poszczególne podmacierze  można 

wyznaczyć z zależności:

	 [19]

gdzie  jest sumą iloczynów macierzy sztywności  

i grubości poszczególnych papierów (zwana macierzą sztywności 

rozciągania):

	 [20]

 jest sumą iloczynów macierzy sztywności i momentów statycz-

nych przekroju tektury:

	 [21]

 jest sumą iloczynów macierzy sztywności i momentów bez-

władności poszczególnych papierów (zwana macierzą sztywności 

zginania):

	 [22]

Podobnie jak w  przypadku poprzedniego (uproszczonego) 

rozwiązania, tutaj również w  pierwszej kolejności powinno się 

wyznaczyć zastępczą grubość efektywną przekroju:

	 [23]

Znając efektywną grubość zastępczą można ostatecznie wyzna-

czyć efektywne właściwości mechaniczne tektury, wykorzystując 

macierze  lub :

	 [24a]

	 [24b]

lub wyznaczyć wartości uśrednione:

	 [25a]

	[25b]
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