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Homogenizacja tektury faliste]
Czes¢ 1. Homogenizacja analityczna

Homogenization of Corrugated Paperboard

Part 1. Analytical homogenization

TOMASZ GARBOWSKI, MAREK JARMUSZCZAK

Homogenization is a key step in the process of boxes and corru-
gated packages bearing capacity estimation. Because an accurate
reconstruction of the complicated cross-section of corrugated
board requires the use of a huge amount of finite elements, a full
structural model of the entire package becomes impractical and
therefore uneconomical. Therefore in practice it can be replaced
by the model, which has much simpler geometry. Simplifications
of the computational model should not, however, lead to changes
in the system response. The main purpose of homogenizing is thus
considerable acceleration of numerical analyzes while maintaining
the accuracy of the solution. The first part of the paper presents
the analytical homogenization techniques of sandwich panels
with a periodic core.

Keywords: corrugated cardboard, homogenization, finite element
methods

Homogenizacja jest kluczowym krokiem w procesie komputero-
wego wyznaczania nosnosci pudet i opakowarn z tektury falistej.
Poniewaz dokfadne odzwierciedlenie skomplikowanego przekroju
tektury falistej wymaga wykorzystania ogromnej ilosci elementow
skoriczonych, petny model strukturalny catego opakowania jest
mafto praktyczny i czesto nieekonomiczny. Dlatego w praktyce
mozna go zastgpi¢ modelem, ktorego geometria jest znacznie
prostsza. Uproszczenia modelu obliczeniowego nie powinny
jednak prowadzi¢ do zmiany odpowiedzi systemu. Giownym
celem homogenizacji jest zatem znaczne przyspieszenie analiz
numerycznych przy jednoczesnym zachowaniu dokfadnosci
rozwigzania. W pierwszej czesci artykutu przedstawiono ana-
lityczne techniki homogenizacji ptyt warstwowych z razeniem
0 periodycznej strukturze.

Stowa kluczowe: tektura falista, homogenizacja, metoda elemen-
tow skornczonych

Wprowadzenie

Numeryczne modelowanie papieru i tektury jest zagadnieniem,
ktore angazuje coraz wieksza grupe naukowcow w kraju (1-3) i na
Swiecie (4-7). W $rodowiskach akademickich najczesciej przepro-
wadza sie symulacje komputerowe testow laboratoryjnych w celu
weryfikacji nowych opiséw konstytutywnych papieru (8-10) lub
nowych procedur obliczeniowych (7, 11). Testy te przeprowadza sig
na niewielkich i nieskomplikowanych geometrycznie probkach, co
pozwala na szybkg ocene przydatnosci proponowanych rozwigzar.
Z kolei w zastosowaniach przemystowych prym wiodg rozwigzania
empiryczne (12, 13) lub uproszczone rozwigzania analityczne (14,
15). Niestety, zarowno zawansowane rozwigzania akademickie, jak
i przemystowe uproszczenia nie zawsze dajg sig skutecznie zasto-
sowac, szczegolnie gdy analizowane zagadnienie, czy model s
skomplikowane. Przyktadem moze by¢ analiza no$nosci opakowan
z tektury falistej na podstawie testu Sciskania pudta BCT (eng. Box
Compression Test), podczas ktdrego zaobserwowa¢ mozna nie
tylko odpowiedz liniowo-sprezystg materiatu, ale rowniez nielinio-
we efekty zwigzane z wyboczeniem oraz plastycznoscig (16, 17).
Nierownomierny rozktad naprezen na krawedziach $cian bocznych
pudta w trakcie testu, ortotropia papieru i tektury (rys. 1), imperfekcje
geometryczne i heterogeniczno$¢ materiatu sprawiaja, ze analiza
numeryczna konstrukciji wykonanych z papieru jest zagadnieniem
wymagajgcym duzego doswiadczenia oraz zaangazowania zaawan-
sowanych narzedzi. Przedstawione (12, 13) wzory empiryczne majg
swoje zastosowanie do oceny wytrzymato$ci pudfa na $ciskanie
jednakze tylko w ograniczonym zakresie. Ograniczenia dotycza
przede wszystkim wymiarow i ksztattu pudta. Wszelkie perforacije,
wyciecia lub niestandardowe proporcje opakowania z tektury falistej
wykluczajg stosowanie wzorow uproszczonych.
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W $wietle przedstawionych ograniczen uproszczonych metod
empiryczno-analitycznych najlepszym rozwigzaniem wydaje sie
zastosowanie metody, ktdra pozwoli uwzgledni¢ wszystkie nieli-
niowe efekty, np. metoda elementow skoriczonych (MES). Metoda
ta ma szerokie zastosowanie w rozwigzywaniu rownan rozniczko-
wych opisujacych mechanike ciata statego. Jednakze stosowanie
jej do skomplikowanych geometrycznie zagadnien prowadzi do
bardzo rozbudowanych réwnan nieliniowych (czesto kilka milionow
stopni swobody), ktorych rozwigzanie jest, pomimo stosowania
coraz wydajniejszych komputerdw, wcigz duzym wyzwaniem.
Zmniejszenie iloSci elementow skonczonych dyskretyzujacych
analizowany model prowadzi do znacznych oszczednosci czasu
obliczen, jednak zbyt duze uproszczenia wprowadzajg znaczne
btedy obliczeniowe. Ztotym Srodkiem moze by¢ zastosowanie
homogenizacji, dzieki ktérej model mozna zmniejszy¢ nawet
1000-krotnie, przy mozliwie najdoktadniejszym zachowaniu jego
wtasciwosci mechanicznych.

Wybrane metody homogenizacji tektury falistej

Homogenizacja pozwala na zastgpienie skomplikowanej
geometrycznie struktury konstrukcjg znacznie prostsza, ktora
poprzez odpowiednio dobrane efektywne parametry pozwala na
poprawne odwzorowanie zachowania petnego modelu. Poniewaz
tektura falista sktada sig z na przemian ufozonych warstw ptaskich
i falistych, a kazda warstwa czesto charakteryzuje sig roznymi
parametrami, dlatego zabieg homogenizacji powinien rowniez
uwzgledniac usrednianie wtasnosci mechanicznych. Dodatkowo
papier i tektura sg materiatem ortotropowym, w ktorym wtasnosci
mechaniczne zalezg od kierunku obcigzenia. W papierze wyroz-
niamy 3 gtdwne kierunki ortotropii:

1 — kierunek podtuzny (MD, ang. Machine Direction), 2 — kie-
runek poprzeczny (CD, ang. Cross Direction) oraz 3 — kierunek
prostopadty do ptaszczyzny (rys. 1).

Rys. 1. Gtowne kierunki materiatowe w tekturze falistej

Wszystkie wymienione cechy papieru powoduja, ze homogeni-
zacja tektury falistej jest zagadnieniem trudnym i wymagajgcym.
W niniejszej pracy przedstawiono trzy wybrane metody homoge-
nizacji w dwoch wariantach:

* homogenizacja struktury tektury falistej do jednej warstwy
(rys. 2),

* homogenizacja flutingu do wewnetrznej warstwy laminatu

(rys. 3).

Rys. 3. Homogenizacja do laminatu (typ-2)

Zaprezentowane metody homogenizacji polegaja na wyznacze-
niu zastepczych sztywnosci oraz grubosci efektywnych modelu.
Wybrane metody homogenizacji mozna zgrupowac w nastepujacy
Sposab:

» homogenizacja analityczna oparta na rownaniach klasycznej
teorii wytrzymatosci,
* homogenizacja analityczna oparta na klasycznej teorii lami-

natow (18),

* homogenizacja numeryczna oparta na metodzie elementow

skonczonych (19).

Inng popularng metodg homogenizacji jest metoda asympto-
tycznej ekspansji (20-22), jednak z uwagi na ograniczong objetosc¢
opracowania oraz dos¢ skomplikowane sformutowanie matema-
tyczne metoda ta nie bedzie tu omowiona, a zainteresowanych
czytelnikow odsytamy do literatury (23, 24).

Homogenizacja inzynierska

Homogenizacja tektury falistej, nazwana ,inzynierska”, oparta
jest naklasycznej teorii wytrzymatosci materiatow w zastosowaniu
do belek prostych o ztozonych przekrojach. Przekroj skfada sie
z pfaskiej warstwy zewnetrznej (na rys. 4 oznaczonej symbolem
ls, ang. superior liner) oraz wewnetrznej (oznaczonej symbolem
li, ang. interior liner) i z warstwy pofalowanej zwanej flutingiem
(oznaczonej symbolem f£).

Najwazniejszym zatozeniem w homogenizacji inzynierskiej jest
przyjecie takich wartosci zastepczych sztywnosci na zginanie ET
oraz sztywnosci na rozcigganie EA modelu zhomogenizowanego,
aby byty rowne wartosciom sztywnosci modelu strukturalnego.
Mozemy to zapisa¢ nastepujaco: ETyp = Elyp, Elcp = El¢p,
EAyp = EAyp, EAcp = EAcp, gdzie wielko$ci z nadkresleniem
oznaczajg wartosci efektywne (usrednione).
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Rys. 4. Przekroj 3-warstwowej tektury falistej

Narysunku4 wysoko$c flutinguwynosi hy = H — t;; — t;s — t,
grubo$¢ warstwy pofalowanej rowna jest t; = t¢(cos ), akat
6(x) mozna wyznaczy¢ z zaleznosci:

6(x) = atan (%) .

(1]
Sztywno$ci zginania modelu strukturalnego w kierunku MD oraz
CD wynoszg odpowiednio:

Elyp = Ebptiszl + Elfptuzk, [2a]

f P

. EL, (7,
Elep = Eftiszs + Ebptyzf + _;DJ- tr ()2 (x)?dx . [2b]
)

Wszystkie oznaczenia zilustrowane sg na rysunku 4. Jezeli
zatozymy, ze fluting opisany jest funkcja:

2mx

hs
poa = an (57, g
wtedy odlegto$¢ potozenia przekroju flutingu do osi obojetnej
zr () réwna jest wartosci funkcji £ (x). Po prostych przeksztat-
ceniach réwnanie [2a] oraz [2b] mozna zapisac:

H —t;5\* o H—t;\?
EIMDEEﬁDtls<TS) +EI€/;Dtli( 2 l) ) [4a]

H — t;5\? o (H—1t;)\2
Elep = EEtys (Ts) +Ety (TL) +

1 P XZ
+E[t f&,

rp o cosO x [4b]

Zhomogenizowane warto$ci sztywno$ci zginania wyznaczone
sq dla zastepczego przekroju o wysokosci h i wynoszg odpowied-
nio dla kierunku MD oraz CD:

_ h3 _ _ h3 _
Elvp ZEEMD:EICD =EECD' (5]
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W réwnaniach tych h wciaz jest wartoscig nieznang. Niestety
nie mozemy jej przyjac¢ a priori, poniewaz moze to prowadzi¢ do

2 (x) btednego oszacowania warto$ci efektywnych sztywno$ci.

Sztywnosci rozciggania modelu strukturalnego w kierunku MD
oraz CD wyznaczamy z zalezno$ci:

EAyp = Eifptis + Efipty;, [6a]
EACD = EésDtls + E(l:LDtll + aECthf ) [Bb]

gdzie & jest wspotczynnikiem rozwinigcia (pofalowania) i mozna
g0 wyznaczyc¢ z prostej zaleznosci:

RV
a_Ffo cos 8 (x) * [7]

Dla przyjetej funkcji opisujacej ksztatt flutingu [3] wspotczynnik
ten opisany jest wzorem:

azéfp\/1+<n7ilfcos(ng>)zdx. (8]

Efektywne sztywnoscirozciggania w kierunku MD i CD zastep-
czego przekroju o wysokosci h wynosza wiec odpowiednio:

mMD = hEMD 'mcn = hECD . [9]

Po wyprowadzeniu zaleznosci na efektywne moduty sztywnosci
mozemy oszacowac zastepcza grubo$c h z przyrownania wartos$ci,
wyznaczonych z rownania [5] oraz z réwnania [9]:

Elyp + EI
h= [1p=MPTZ=7CD
EAyp + EAcp

(10]

Elyp + EI EAyp + EA
12 MDh3 cD _ MDh co

Efektywne moduty sztywnos$ci w kierunku MD i CD wynosza
wigc odpowiednio:

_ 1 12
Eyp ZEEAMD ZFEIMDr [11a]
_ 1 12
Ecp =3 EAcp =33 Elep - [11b]

Warto zauwazyc, ze we wzorach na sztywnosc zginania [4] i roz-
ciggania [6] w kierunku MD i CD nie uwzgledniono wptywu flutingu,
jednakze uproszczenie to wprowadza btgd o warto$ci mniejszej niz
1%. Kolejnym waznym spostrzezeniem jest fakt, ze korzystajac
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Z uproszczonej homogenizacji ,inzynierskiej” nie mozna niestety
wyznaczy¢ zastepczych wartosci wspotczynnikow Poissona czy
modutéw sztywno$ci postaciowej. Zeby wyznaczy¢ te wartosci
nalezy skorzystac z bardziej zaawansowanych metod, na przykfad
homogenizacji opartej na klasycznej teorii laminatow.

Klasyczna teoria laminatow

W klasycznej teorii laminatow poszczegdlne warstwy tektury
falistej traktujemy jak ptyty laminatu, sprowadzajac sztywnosci
warstwy pofalowanej zdefiniowane w osiach lokalnych (xyz) do
osi globalnych (123). Kierunek 1 pokrywa sig z kierunkiem mate-
riatowym MD, a kierunek 2 z kierunkiem CD (rys. 5).

3 2(0)
I<}1 (MD)

Rys. 5. Osie materiatowe lokalne xyz oraz globalne 123

Tensory wraz z odpowiadajgcymi wektorami naprezen i od-
ksztafcen dziatajgcymi w ptaszczyznie kazdej warstwy tektury
zapisujemy w nastepujacy sposob:

_[011 012 _ ;

= 021 0'22] !{6} = [0'11,0'22,0'12] ) [12&]
11 €12

- [821 522] g} = [e11, 822, 2615]" [12Db]

Relacja migdzy naprezeniami i odksztafceniami wyrazona jest
rownaniami:

{o} = [Ql{e}, [13a]

{e} = [Q]"*{o} = [Cl{o}. [13b]
gdzie [Q] jest macierzg sztywno$ci matariatu natomiast
[C] = [Q]~" jestmacierza podatnosci. Dla poszczegdlnych warstw
tektury falistej macierz ta przyjmuje postac:

N N N (S
Els Els El gl
1 2 1 2
ls ls
v 1 v 1
Cl _ﬁ —_— 0 ;Cl'z —£ — 0
S E{S Eés t E{L Eél [14&]
0 0 0 0 !
6 o

Cr(x) = [TI[CH][TT", (14b]

gdzie Cf jest lokalng macierza podatnosci warstwy pofalowanej
(flutingu).

1 Vyx Vo
- = —-——== 0 0 0
E, E, E,
Viy 1 Vzy
— — —— 0 0 0
E, E, E,
C=|_Yz Yz L1 o o o D8
E, E, E,
0 0 0 G,C‘y1 0 0
0 0 0 0 G O
0 0 0 0 0 G;Zl ]
a tensor obrotu wzgledem osi y ma postac:
c2 0 s o0 sc 0
0 1 0 0 0 0
2 2
T(X) — S 0 c 0 —SC 0 i [16]
0 0 O c 0 S
—2sc 0 2sc 0 ¢%?—s% 0
0 0 0 -s 0 c

gdzie ¢ =cos 6(x) oraz s =sin 6(x).
Poszczegolne komponenty macierzy Cr majg nastepujaca
postac:

c?(c? —v,,5%)  s%(s?—wv,c?)

G =——p E, L 17
Cr(2,2) = ! [17b]
s, Ey,
c? 2
B3 =——+-—,
f Gry  Gyy [17c]
—Vy €t —v,,s?
Cr(12) = ————, [17d]
y
VeyC? V82
G2y = ——2—-Z [17e]

Ey E,

Zwigzki miedzy sitami normalnymi i momentami w powtoce
a odksztatceniami w ptaszczyzZnie i krzywiznami mozna zapisac
w nastepujgcy sposab:

-la 20

T
gdzie: N jest wektorem sit normalnych [Ny, Ny, Ny | ™
jest wektorem momentow zginajacych [Mx, My, Myy| | € jest
wektorem odksztafcen opisanym wzorem [12b] a K opisuje krzy-

[18]
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wizny [Kx. Ky, ny] . Poszczegolne podmacierze A, B, D mozna
wyznaczy¢ z zalezno$ci:

1 (P (2
A,B,D=—ff Q{1,2,z%}dzdx, [19]
Ply Jn

gdzie A jest sumg iloczynow macierzy sztywnosci Q = €1
i grubosci poszczegdlnych papierow (zwana macierzg sztywnosci
rozciggania):

1 P
A=Cilt+Cley + Ffo G (0tp(x)dx, [20]

B jest sumgiloczynéw macierzy sztywno$cii momentow statycz-
nych przekroju tektury:

1 P

B = Cj5'tys2;5 + Cy ' tyzy + Ff C ()t (0)zp()dx,  [21]
0

D jest sumg iloczynow macierzy sztywnosci i momentow bez-

wtadnosci poszczegolnych papierow (zwana macierzg sztywnosci

zginania):

1 P

D = Clty szl + Cittyzi + Ff C (0t (0)zp(x)?dx . [22]
0

Podobnie jak w przypadku poprzedniego (uproszczonego)

rozwigzania, tutaj réwniez w pierwszej kolejnosci powinno sie
wyznaczy¢ zastgpczg grubosc efektywng przekroju:

(23]

Znajac efektywng grubo$c¢ zastepcza mozna ostatecznie wyzna-
czy¢ efektywne wtasciwo$ci mechaniczne tektury, wykorzystujac
macierze A lub D:

A=hQ — Ejp,Eép, Giipep, Vitpen [24a]
h3 o

D= EQ = Eip, E8p, Giipeps Viipen [24b]

lub wyznaczy¢ wartosci usrednione:

_ 1,_ _ _ 1,_ _

Eyp = E(EI@D + Ezlv)w) , Ecp= E(Ef:qo + ECI?D) ) [253]

_ 1. - B 1. B
Gupep = 3 (Gitpep + Giipen) » Vmpep = E(Vzﬁncn +Viipcp) -[25b]
Badania finansowane przez projekt ,,Staze i szkolenia drogq

do komercjalizacji wiedzy” zrealizowany w ramach Programu
Operacyjnego Kapitat Ludzki 2007-2013.
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