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Wiarygodne szacowanie nośności konstrukcji z papieru oraz tektury 

(np. pudła klapowe, SRP/RRP itp.) oparte jest przede wszystkim na 

precyzyjnie zidentyfikowanym zestawie parametrów wytrzymałoś-

ciowych oraz odpowiednim modelu matematycznym z poprawnie 

sformułowanymi równaniami konstytutywnymi materiału. W niniejszej 

pracy zestawiono i omówiono techniki doboru odpowiednich metod 

identyfikacji parametrów materiałowych tektury falistej. Problem ten 

jest szczególnie ważny w przypadku testów wytrzymałościowych tektury 

falistej, ponieważ w laboratorium najczęściej mierzone są przemiesz-

czenia i/lub wytężenia próbek tektury o różnych kształtach i wymiarach, 

a nie bezpośrednio szukane parametry materiałowe, które wyznacza się 

a posteriori z równań matematycznych. Ponadto, konstytutywny opis tek-

tury falistej zawiera aż kilkanaście parametrów materiałowych, przez co 

wyselekcjonowanie odpowiednich testów laboratoryjnych niezbędnych 

do ich wyznaczenia jest dodatkowo utrudnione. W poprzednich artyku-

łach cyklu omówiono zagadnienia dotyczące warunków pracy tektury, 

sprawdzono wpływ procesów przetwórczych na wytrzymałość tektury 

oraz opisano metody sprawdzania przydatności testów laboratoryjnych 

do identyfikacji w oparciu o analizę wrażliwości. W bieżącym artykule 

porównano skuteczność wykorzystania algorytmów optymalizacji 

i metod odwrotnych w procesie identyfikacji parametrów materiałowych 

tektury falistej. Porównano i zestawiono również wyniki identyfikacji dla 

różnych kombinacji zestawów badań laboratoryjnych.

Słowa kluczowe: tektura falista, analiza odwrotna, parametry mecha-

niczne, testy laboratoryjne
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Reliable estimation of the bearing capacity of paper and board struc-

tures (e.g. flap boxes, SRP / RRP, etc.) is based primarily on a precisely 

identified set of strength parameters and an appropriate mathematical 

model with correctly formulated material constitutive equations. In this 

paper, techniques for selection of appropriate methods for identifica-

tion of corrugated board material parameters are presented and dis-

cussed. This problem is particularly important in the case of strength 

tests of corrugated board, because in the laboratory the displacements 

and / or strains of board samples of various shapes and sizes are 

most often measured, and not directly the material parameters, that 

are determined a posteriori from mathematical equations. In addi-

tion, the constitutive description of corrugated board contains dozen 

material parameters, which makes it difficult to select the appropriate 

laboratory tests, necessary to determine them. In the previous articles 

of the series, issues related to the work conditions of board were 

discussed, the impact of material processing on the strength of board 

was examined and methods for testing the suitability of laboratory 

tests for identification based on sensitivity analysis were described. 

The current article examines the effectiveness of using optimization 

algorithms and inverse methods in the process of identification 

of corrugated board material parameters. The identification results 

for various combinations of laboratory tests were also compared and  

summarized.

Keywords: corrugated board, inverse analysis, mechanical properties, 

laboratory tests

Digitalizacja tektury falistej jest zagadnieniem bardzo aktualnym i  często 

podejmowanym przez naukowców w ostatnich dekadach. Jest to niewątpliwie 

związane z ogólnoświatowym trendem dotyczącym optymalizacji produktu, 

jak również z  optymalnym zużyciem surowców, czyli pośrednio także 

z ochroną środowiska. W niniejszej pracy pokazano dwie ścieżki postępo-

wania w procesie digitalizacji tektury falistej. W pierwszej wykorzystuje się 

podstawowe badania laboratoryjne papieru, dodatkowo należy precyzyjnie 

ukształtować geometrię warstw przekroju, wykorzystując odpowiednie 

techniki numeryczne i dobrać poprawny model materiałowy do każdej war-

stwy. Druga ścieżka oparta jest na badaniach samej tektury falistej – w tym 

przypadku najistotniejszy jest odpowiedni dobór badań laboratoryjnych, tak 

aby uzyskać wszystkie parametry konstytutywne niezbędne do zbudowania 

zdigitalizowanego modelu tektury falistej. Celem niniejszej pracy było 

szczegółowe przeanalizowanie obydwu technik oraz wskazanie wad i zalet 

związanych z ich stosowaniem.

Słowa kluczowe: tektura falista, badania laboratoryjne, metoda elementów 

skończonych

Digitization of corrugated board is a very current issue and often taken up by 

scientists in recent decades. This is undoubtedly related to the global trend 

for product optimization and thus also to the optimal use of raw materials, 

and indirectly also to environmental protection. This paper shows two ways 

of proceeding in the process of digitizing corrugated board. In the first of 

the possible paths, basic laboratory tests of paper are used, additionally, 

the geometry of the cross-section layers should be precisely while using 

appropriate numerical techniques and, in the last step, the correct material 

model for each layer should be selected. The second path is based on testing 

the corrugated board itself – in this case, the most important thing is, of 

course, the appropriate selection of laboratory tests in order to obtain all the 

constitutive parameters necessary to build a digitized model of corrugated 

board. In this paper, both paths are analyzed in detail, and the advantages 

and disadvantages associated with the use of both techniques are indicated.
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Wprowadzenie
	
Modelowanie numeryczne tektury falistej staje się coraz bardziej 

powszechne w środowisku naukowym i inżynierskim. W ostatnich 
latach w literaturze naukowej pojawia się coraz więcej artykułów, 
w których autorzy prezentują różne modele obliczeniowe opa-
kowań i  rozmaitych konstrukcji z  tektury falistej [5, 17, 18, 31, 
33, 34]. Jest to związane z ciągłym zwiększaniem świadomości 
producentów tektury, którzy nieustannie pracują nad optymalizacją 
swoich produktów, czym w oczywisty sposób stymulują naukow-
ców i inżynierów do bardziej wytężonych starań, aby wprowadzać 
coraz lepsze narzędzia i modele do symulacji tektury falistej. Warto 
podkreślić, że celem tych symulacji może być na przykład dobór 
optymalnego składu tektury falistej.

	Temat optymalnej tektury falistej był już poruszany we wrześ-
niowym tegorocznym numerze „Przeglądu Papierniczego” [9]. Nie-
stety pojęcie „optymalna tektura” może być niejednoznaczne, gdyż 
odnosi się do produktu optymalnego tylko w pewnych warunkach. 
Optymalna tektura falista odnosi się do stwierdzeń: najlepsza do 
zadanej pracy konstrukcji (typu lub sposobu obciążenia); najlepsza 
do konkretnej konstrukcji geometrycznej opakowania; najlepsza 
w pewnych określonych warunkach klimatycznych przechowywa-
nia lub transportu. Jednak bez względu na fakt, czy wiadomo jak 
uzyskać optymalną tekturę falistą, w pierwszej kolejności należy ją 
poprawnie zamodelować. Dzięki numerycznym modelom możliwe 
jest nie tylko symulowanie pracy konstrukcji wykonanych z tektury 
falistej, ale także analizowanie i dobieranie najlepszego składu 
samej tektury. Jak wiadomo, poszczególne jej warstwy pełnią 
różne role w przekroju, np. podczas zginania tylko warstwy pła-
skie (linery) decydują o sztywności przekroju, natomiast warstwy 
pofalowane (fluting) pełnią jedynie rolę wspierającą – utrzymują 
linery w określonej odległości od siebie. Dlatego każde uszkodzenie 
flutingu (np. poprzez nadruk fleksograficzny [1]) skutkuje słabszym 
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podtrzymaniem warstw płaskich i – co się z tym wiąże – spadkiem 
sztywności tektury falistej [8, 12, 14]. Podobny spadek sztywności 
obserwuje się, gdy warstwy płaskie są wstępnie wyboczone [4, 21].  
Rola poszczególnych warstw rozkłada się zupełnie inaczej w te-
ście zgniatania krawędziowego, w których wszystkie warstwy są 
jednakowo istotne.

	Warto podkreślić, że wszystkie te efekty można uwzględnić 
w modelu numerycznym i następnie analizować wielkość imper-
fekcji linerów czy uszkodzenia flutingu, przy których projektowana 
tektura przestanie spełniać stawiane przed nią wymagania wytrzy-
małościowe. Umiejętność poprawnego modelowania numerycz-
nego tektury falistej wydaje się być zatem kluczowa w procesie 
jej projektowania. Oczywiście istniejące uproszczone modele 
analityczne czy empiryczne mogą być pomocne we wstępnym 
procesie doboru składu tektury falistej. Jednakże modele uprosz-
czone najczęściej służą jedynie do wyznaczania parametru ECT, 
określającego odporność próbki tektury na zgniatanie kolumnowe 
[7, 10, 11, 13, 32]. Nie jest to jednak jedyny istotny parametr tektury 
falistej, który definiuje jej jakość.

	W celu uporządkowania wiedzy dotyczącej procesu digitalizacji 
tektury falistej w pracy przedstawiono schemat postępowania 
w dwóch różnych wariantach: opartym na badaniach papieru 
oraz opartym na badaniach samej tektury falistej. Oba te warianty 
znacznie różnią się od siebie i wymagają zupełnie różnych technik 
numerycznych.

	W pierwszym wariancie istnieje możliwość zamodelowania peł-
nego przekroju z wszystkimi szczegółami geometrycznymi każdej 
warstwy. Model ten doskonale nadaje się do szczegółowej analizy 
i optymalizacji papierów składowych [28, 29]. Tu należy poprawnie 
zamodelować również połączenie między warstwami, które nie jest 
badane i należy je dobrać a priori bez możliwości weryfikacji. To 
największa wada tego wariantu. Dodatkowo, jeżeli jest potrzeba 
wykorzystania modelu tektury w obliczeniach większych konstrukcji, 
niezbędne jest zhomogenizowanie go do jednej płaskiej warstwy, 
która ma zastępcze właściwości mechaniczne, odpowiadające tym, 
którymi charakteryzował się model pierwotny. W literaturze można 
znaleźć szereg metod homogenizacji [2, 3, 19, 20, 27]. W procesie 
homogenizacji można uwzględnić wszelkie dodatkowe efekty, np. 
imperfekcje [30], nacięcia i perforacje [22], zgniecenie [8, 14] itp.

	W drugim wariancie model jest automatycznie homogenizowa-
ny w trakcie digitalizacji tektury falistej. Oznacza to że, wszystkie 
opisane wyżej efekty dodatkowe są już uwzględnione w modelu, po-
nieważ badana tektura jest fizycznie wytworzona i zawiera zarówno 
imperfekcje, jak i uszkodzenia materiału [15, 16]. W zdigitalizowanym 
w ten sposób modelu wszystkie efekty klejenia warstw są również 
uwzględnione i nie ma już potrzeby dodatkowego modelowania połą-
czeń między warstwami. Jest to bezsporna zaleta tego modelowania. 
Największą wadą jest fakt, że nie jest możliwe wariantowanie składu, 
ponieważ wszystkie warstwy tektury falistej zostały wstępnie zho-
mogenizowane w trakcie digitalizacji.

Numer yczny model  tek tur y fa l is tej  opar t y na 
badaniach próbek papieru – model  s zczegó łow y

	
W procesie digitalizacji tektury falistej do modelu szczegółowego 

niezbędne jest zamodelowanie wszystkich detali tektury, tj. wszyst-
kich jej warstw, połączenia między warstwami i ewentualnych 
imperfekcji (rys. 1).

	

 

Rys. 1. Digitalizacja do modelu szczegółowego

	Schemat postępowania w tym procesie można podzielić na trzy 
główne etapy:
 Wykonanie szeregu badań laboratoryjnych każdej warstwy tek-
tury i dobranie odpowiedniego modelu materiałowego do każdego 
papieru składowego;
 Wykonanie pełnego modelu numerycznego odzwierciedlającego 
dokładną geometrię tektury falistej;
 Określenie wszelkich niedoskonałości tektury i uwzględnienie 
ich w modelu.

	Badania laboratoryjne wszystkich papierów składowych spro-
wadzają się do testów rozciągania (TR) w trzech głównych kie-
runkach ortotropii papieru, tj. w kierunku maszynowym (MD), 
w kierunku poprzecznym (CD) i w kierunku obróconym o 45° w sto-
sunku do kierunku MD. Dodatkowo w każdym z wymienionych 
kierunków wykonuje się test ściskania przy krótkim wpięciu (SCT). 
Od poprawności i kompletności tych badań zależy jak dokładny 
model materiałowy można dobrać do każdej warstwy. W literaturze 
naukowej prezentowano wiele modeli odnoszących się do papieru 
lub tektury, np. [23, 24, 25, 26, 35, 36]. Najprostsze modele kon-
stytutywne Hill czy Tsai-Wu można skalibrować na niekomplet-
nych danych eksperymentalnych, to znaczy na wynikach testów 
TR w kierunku MD i CD oraz SCT tylko w jednym kierunku (np. 
CD). Brakujące parametry w modelu można znaleźć w literaturze. 
Warto zauważyć, że wszystkie zbadane parametry papierów przed 
produkcją tektury falistej (parametry pierwotne) mogą różnić się 
od parametrów tych papierów po produkcji (parametry wtórne). 
Niestety, nie ma możliwości  sprawdzenia efektu degradacji tych 
parametrów. Dlatego analizy numeryczne wykorzystujące model 
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szczegółowy zbudowany na parametrach pierwotnych może dawać 
nieco zawyżone wyniki wytrzymałościowe. 

	Wykonanie pełnego modelu wiąże się z dokładnym odwzorowa-
niem geometrii przekroju tektury falistej, czyli dokładnym zmierzeniem 
geometrii warstw pofalowanych oraz grubości wszystkich warstw. 
Wskazane jest również zdigitalizowanie dokładnego kształtu fali, po-
nieważ przyjmowanie a priori sinusoidalnego kształtu pofalowania, 
choć jest bardzo praktyczne, może prowadzić do zaburzania wyników 
analiz wytrzymałościowych. Największą wadą tego rodzaju modelo-
wania jest potrzeba przyjęcia pewnych założeń połączenia między 
warstwami tektury. Najczęściej przyjmuje się pełne połączenie bez 
uwzględniania podatności kleju – ponownie, jak w wyżej opisanych 
przypadkach, przyjęcie takich uproszczeń prowadzi do przeszacowa-
nia sztywności i wytrzymałości modelowanej tektury falistej. 

	Jeżeli znane są procesy przetwórcze, przez jakie przeszła tek-
tura falista, to możliwe jest uwzględnienie tych efektów w procesie 
jej digitalizacji. Szersze omówienie tych efektów i metod pozwa-
lających na ich uwzględnienie w modelowaniu można znaleźć 
w pracach [8, 14, 30].

Numer yczny model  tek tur y fa l is tej  opar t y 
na badaniach próbek tek tur y fa l is tej 

– model  uproszczony
	
Dużo mniej skomplikowana jest digitalizacja tektury falistej do mo-

delu uproszczonego. Do jej poprawnego przeprowadzenia wymagany 
jest jednak odpowiedni zestaw testów. Do tego celu można wykorzy-
stać np. urządzenie firmy FEMAT [6], które zostało zaprojektowane 
do digitalizacji tektury falistej do modelu uproszczonego (rys. 2). 
Teoretycznie możliwe jest wykorzystanie dowolnego zestawu testów, 
który zapewni pozyskanie wszystkich niezbędnych parametrów.

 

Rys. 2. Digitalizacja do modelu uproszczonego

	Zdigitalizowana w ten sposób tektura falista charakteryzuje się 
dużo prostszą geometrią, ponieważ numeryczny model tektury spro-
wadzony jest do jednej warstwy, co pozwala na wykorzystywanie 
modelu do obliczeń dużych i skomplikowanych konstrukcji. Dodat-

kowo wykorzystanie metody pozwala na wybór dowolnego modelu 
materiałowego. Bardzo ważną zaletą tego rodzaju modelowania jest 
fakt, że model zawiera już w sobie wszystkie możliwe efekty wpły-
wające na tekturę w trakcie jej produkcji i przerobu, tj. wszystkie 
wspomniane wcześniej imperfekcje, uszkodzenia, efekty nawilżania 
i suszenia warstw pofalowanych, a także wpływ kleju na sztywność 
i wytrzymałość tektury falistej.

Dyskusja

	Podsumowanie powyższych opisów i schematów postępowa-
nia w procesie digitalizacji tektury falistej w formie zebranych wad 
i zalet zestawiono w tabeli 1.

Tabela 1. Wady i zalety prezentowanych technik digitalizacji tektury falistej

Model szczegółowy Model uproszczony
+ wymaganych jest tylko kilka 
prostych testów papierów 
składowych

– wymaga kilku różnych badań 
laboratoryjnych

+ możliwa jest szeroka 
przestrzeń dla optymalnego 
projektu tektury falistej

– brak możliwości optymalizacji 
składu 

– nie znane są a priori wpływ 
sklejenia, zamoczenia, 
wysuszenia, uszkodzenia, 
imperfekcji itp.

+ wszystkie składniki (klej, 
wilgoć, ewentualne uszkodzenia) 
są „wtopione” w modelu 
numerycznym

– konieczne jest zastosowanie 
zaawansowanych technik 
matematycznych do 
homogenizacji

+ możliwe jest bezpośrednie 
wykorzystanie modelu do 
obliczeń skomplikowanych 
konstrukcji opakowań

Podsumowanie

	W  artykule przedstawiono dwa schematy postępowania 
w procesie digitalizacji tektury falistej, ze wszystkimi ich zale-
tami i wadami. Z zaprezentowanych opisów i przeprowadzonej 
dyskusji nie można jednak wyciągnąć jednoznacznego wniosku, 
który z procesów jest lepszy lub bardziej dokładny. Oba procesy 
digitalizacji pozwalają zbudować inne modele numeryczne, ma-
jące zastosowanie do innych rodzajów analizy. Model dokładny 
doskonale nadaje się do optymalizacji składu tektury falistej, lecz 
nie jest praktyczny w procesie szacowania nośności opakowań 
czy też innych konstrukcji z  tektury falistej. Model uproszczony 
uwzględnia wszystkie efekty, tj. uszkodzenia, imperfekcje i wpływ 
klejenia – jest przeznaczony do obliczeń wytrzymałościowych 
dużych i skomplikowanych modeli opakowań, jednakże nie ma 
zastosowania w optymalizacji składu tektury falistej.
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