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Wspotczynnik Scinania w warstwowych ptytach z tektury falistej

Shear correction factor in corrugated board layered plates

Ptyty warstwowe z rdzeniem pofalowanym Stanowiq istotng grupe
lekkich konstrukcji stosowanych w opakowaniach, przegrodach
budowlanych, konstrukcjach transportowych oraz panelach in-
zynierskich. OdpowiedZ mechaniczna takich ukfadow w duzej
mierze zalezy od geometrii periodyczneqo rdzenia, ktdra deter-
minuje podatnoSc na scinanie poprzeczne, a tym samym efektywng
Sztywnosc postaciowa pfyty. Podczas gdy klasyczne wspotczynniki
korekcyjne Scinania sg dobrze znane w rdzeniach pfaskich, brak
jest ujednoliconej formuty analitycznej dla rdzeni pofalowanych
o0 dowolnym ksztafcie. W niniejszej pracy przedstawiono zwartg
formufe matematyczng umozliwiajacq wyznaczenie wspoiczynnika
korekcyjnego scinania k, dla ptyt warstwowych z periodycznym
rdzeniem pofalowanym o roznych ksztattach, takich jak: fala sinu-
soidalna, trapezowa, potkolista, elipsoidalna i trojkgtna. Podstawg
analizy jest zasada rownowaznosci energii odksztatcenia posta-
ciowego przekroju rzeczywistego i jego odpowiednika w teorii
Timoshenki. Pole naprezeri stycznych rekonstruowane jest na pod-
stawie ogolnego opisu geometrycznego profilu fali i catkowane
w obrebie jednej komorki periodycznej. Zaproponowana metoda
pokazuje, w jaki sposab ksztaft pofalowania wptywa bezpoSrednio
na mechanizm przenoszenia scinania poprzez rozkiad szerokosci
efektywnej oraz moment statyczny. Bez wchodzenia w zagadnie-
nia optymalizacji, czy szczegétowej walidacji numerycznej, praca
koncentruje sie na strukturze matematycznej wspofczynnika k, oraz
jego wrazliwosci geometrycznej. Uzyskane zaleznosci stanowig
przejrzyste narzedzie do analiz porownawczych oraz projektowania
nowych rdzeni w plytach warstwowych, takich jak tektura falista.
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Sandwich plates with corrugated cores represent an important
class of lightweight structural systems used in packaging, buil-
ding envelopes, transport structures and engineered panels. The
mechanical response of such systems is strongly influenced by
the geometry of the periodic core, which governs transverse shear
deformation and, consequently, the effective shear stiffness of the
plate. While classical shear correction factors are well established
for flat sandwich cores, no unified analytical framework exists
for corrugated cores of arbitrary shape. This short contribution
presents a concise mathematical formulation for the evaluation
of the shear correction factor k, in sandwich plates with periodic
corrugated cores of various geometries, including sinusoidal,
trapezoidal, semicircular, elliptical and triangular waveforms.
The formulation is based on energetic equivalence between the
true cross-sectional shear strain energy and the corresponding
Timoshenko plate idealization. The shear-stress field is reconstru-
cted using a generalized geometric description of the corrugation
profile and integrated over one periodic cell. The proposed fra-
mework highlights how the corrugation shape directly influences
the shear-transfer mechanism through the first moment of area
and the effective material width distribution. Without focusing
on numerical optimization or detailed finite element validation,
the paper emphasizes the mathematical structure of k, and its
geometric sensitivity. The derived expressions provide compact
analytical insight into the role of corrugation shape and may serve
as a transparent tool for preliminary design and comparative Stu-
dies of new cores in corrugated bords.
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Wprowadzenie

Tektura falista nalezy do najcze$ciej stosowanych materiatow
konstrukcyjnych w obszarze opakowan, zabezpieczen logistycz-
nych oraz lekkich konstrukcji uzytkowych. Jej popularnos¢ wynika
z unikalnego potaczenia niskiej masy wtasnej, wysokiej efektyw-
nosci materiatowej, podatnosci na recykling oraz mozliwosci
ksztattowania wtasciwosci mechanicznych poprzez odpowiedni
dobor geometrii rdzenia. Kluczowym elementem decydujgcym
0 zachowaniu mechanicznym tektury falistej jest wtasnie jej pe-
riodyczny rdzen pofalowany, ktory petni funkcje dystansujgcq
okfadziny, a jednoczes$nie odpowiada za przenoszenie znacznej
czesci obcigzen postaciowych [1-5, 9].

W klasycznym ujeciu inzynierskim tektura falista traktowana
jest jako ptyta warstwowa [7, 8, 10], w ktorej oktadziny przenosza
gtownie naprezenia normalne zwigzane ze zginaniem, natomiast
rdzen odpowiada za przenoszenie $cinania poprzecznego [3].
Taki podziat rol prowadzi w naturalny sposdb do stosowania
uproszczonych modeli belkowych i ptytowych typu Timoshenki lub
Reissnera-Mindlina, w ktorych deformacje postaciowe sg uwzgled-
niane w sposob usredniony. Kluczowym parametrem tych modeli
jest wowczas wspotczynnik korekcyjny Scinania k,, ktory wigze
rzeczywista, niejednorodng prace rdzenia z jednorodnym polem
odksztatcen przyjmowanym w modelu jednowymiarowym lub dwu-
wymiarowym.

Dla rdzeni ptaskich oraz jednorodnych rdzeni piankowych istniejg
dobrze znane wzory analityczne na wspofczynnik k,, wyprowadzone
w oparciu o klasyczne rozktady naprezen stycznych. Sytuacja za-
sadniczo komplikuje sie jednak w przypadku rdzeni pofalowanych,
ktérych geometria ma charakter periodyczny i silnie nieliniowy.
W tekturze falistej ksztatt fali — sinusoidalny, trapezowy, potkolisty,
elipsoidalny czy trojkatny — wptywa bezposrednio na mechanizm
przenoszenia $cinania, rozktad szeroko$ci efektywnej, a takze na
lokalne koncentracije naprezen. W efekcie wspotczynnik , przestaje
by¢ wielkoscig uniwersalng, a staje sie funkcjg geometrii rdzenia.

W praktyce inzynierskiej wptyw ksztattu fali na podatnosc¢ posta-
ciowa tektury falistej bywa czesto pomijany lub ujmowany w sposdb
empiryczny, na podstawie badan do$wiadczalnych lub kalibracii
numerycznych. Cho¢ podejScie to bywa skuteczne w projektowaniu
konkretnych wyrobow, ogranicza ono mozliwos¢ analizy porownaw-
czej roznych ksztattow fal oraz utrudnia $wiadome ksztattowanie
geometrii rdzenia pod katem zadanych wtasciwosci mechanicznych.
W tym kontekS$cie szczegolnie uzyteczne stajg sie proste, przejrzyste
zaleznosci matematyczne, ktore pozwalajg bezposrednio powigzac
ksztatt fali z efektywng sztywnoscig na $cinanie.

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie zwartej, ujednolico-
nej metody wyznaczania wspotczynnika korekcyjnego scinania &,
dla ptyt warstwowych z periodycznym rdzeniem pofalowanym,
ze szczegb6Inym uwzglednieniem tektury falistej. Analiza obejmuje
rozne rodzaje geometrii pofalowania, w tym fale sinusoidalne,
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trapezowe, poftkoliste, elipsoidalne oraz trojkatne [2-5]. Podstawa
wyznaczenia wspotczynnika k; jest zasada rownowaznosci energii
odksztatcenia postaciowego, w ktorej rzeczywista energia Scinania
w obrebie jednej komorki periodycznej jest zrownywana z energig
Scinania w usrednionym modelu Timoshenki.

W przeciwienistwie do rozbudowanych analiznumerycznych [6],
celem pracy nie jest szczegdtowa walidacja obliczen przy uzyciu
metody elementdw skoficzonych ani optymalizacja ksztattu rdze-
nia, lecz uwypuklenie struktury matematycznej problemu oraz
pokazanie, w jaki sposob sam ksztatt fali wptywa na warto$¢
wspotczynnika k,. Przyjete podejScie umozliwia bezpoS$rednie
poréwnywanie roznych typow pofalowania w sposob czysto
analityczny, bez koniecznosci budowy ztozonych modeli dys-
kretnych.

Zaproponowana metoda moze by¢ traktowana jako narzedzie
do analiz porownawczych, projektowania wstepnego oraz celow
dydaktycznych. Stanowi ona réwniez naturalne uzupetnienie ba-
dan numerycznych i doswiadczalnych, dostarczajac prostych
zaleznosci, ktdre pozwalajg lepiej zrozumie¢ mechanizm przeno-
szenia $cinania w tekturze falistej i jego zalezno$¢ od geometrii
rdzenia.

Materiaty i metody

Model ptyty warstwowej z rdzeniem pofalowanym

Rozwazana ptyta warstwowa sktada sig z dwoch oktadzin o jedna-
kowych wiasciwosciach mechanicznych oraz z rdzenia pofalowanego
0 geometrii periodycznej. 0$ x jest osig podfuzng ptyty, natomiast
przekroj poprzeczny warstw pofalowanych analizowany jest w ptasz-
czyznie (y, z). Rdzen opisany jest jako funkcja periodyczna:

z=f),fy+p)=fO), (1)

gdzie p oznacza okres pofalowania.
Geometria jednej komorki periodycznej jest w petni okreslona
w przedziale:

Wysokos¢ rdzenia wynosi:

h= max(f(y)) - min(f(y)). @)
Pole przekroju rdzenia w jednej komarce periodycznej okre$lone
jest jako:
p
A= f b(y) dy, @)
0
gdzie b(y) oznacza lokalng szerokosc¢ efektywng przekroju rdzenia.
Materiat rdzenia charakteryzowany jest modutem $cinania G,
w funkcji modutu Young’a E; oraz wspofczynnika Poissona v;
(indeksy i, j oznaczajg odpowiednio kierunki MD i CD):

Ge = g(Ep,vij).
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Definicja energetyczna wspofczynnika korekcyjnego scinania

Rozktad naprezen z,, stycznych w rdzeniu pod dziataniem
sity tnacej V jest niejednorodny i zalezny od ksztattu funkcji f(y).
Catkowita energia odksztatcenia postaciowego w jednej komorce
periodycznej wynosi:

1| 1%,0,2)
Ushear = EIHG—C dA
A

W u$rednionym modelu Timoshenki energia postaciowa w tej
samej komorce zapisana jest jako:

(6)

v? 7
) (7)
Ushear - stGcAc ’
gdzie:
k, — wspotczynnik korekcyjny Scinania,
— pole przekroju rdzenia.
Z warunku rownowaznos$ci energii:
()]
Ushear = Ushcar' (8)
otrzymuje si¢ 0goIng definicje wspdtczynnika:
VZ
kk=—r— ©)
* ACIATJ%Z(y'Z) dA
Z uwagi na jednorodnos$¢ wzgledem sity, przyjmuije sie
V=1 (10)

Rekonstrukcja pola naprezen $cinajagcych metoda
uogolnionego VQ/1

Dla belkowego przeptywu $cinania przyjmuje sie klasyczng
zaleznosc:

Vo)
Ib(y)’

T (V) = 7 (1)

gdzie:

Q(y) - moment statyczny powyzej warstwy y,

| — moment bezwtadnosci przekroju wzgledem osi obojetnej,
b(y) — efektywna szeroko$¢ materiatu w danym potozeniu.

Moment statyczny okreslony jest wzorem:

p 12 T ’
00) = f @(y) - 2) b dy,
y
a potozenie osi obojetnej:
== f 2(9) b(y) dy. (13)

Moment bezwtadno$ci rdzenia w jednej komorce:

p
- fo () - D2b(y) dy.

Po podstawieniu wzorow (12)-(14) do (11) uzyskuje sie pole
naprezen jako jawne wyrazenie zalezne od funkcji ksztattu 7(y).

Postac catki energetycznej
Podstawiajac (11) do definicji energii (6), otrzymuije sie:

1 (" (0w "0
Ushear = Z_Gcf (IZbZ(y)> b(y) dy ZG 12 b(y)
0 0
(15)

Po podstawieniu (15) do (9) dostaje sie zwartg postac wspot-
czynnika korekcyjnego:

(16)

[ Qm%) o

Rownanie (16) stanowi 0gding posta¢ matematyczng wspot-
czynnika k dla dowolnego ksztattu pofalowania.

Opis ksztattow fal jako szczegdlnych przypadkéw funkcji 7(y)
Dla kolejnych typow rdzeni funkcje (1) zapisuje sig w postaciach

szczegolnych:

e fala sinusoidalna:

z(y) = =sin (%) ; (7)
e fala trojkatna
2h
- 0<sy<s,
20)=1an p (18)
7(19—37). SSY=D
e fala trapezowa (@ = p/4):
h 0<y<
—y, <y<a
ay y (19)
z(y) = h, a<y<p-—a,
h
“@-y), p-asy=p,
e fala prostokatna:
p
0, 0<sy<—,
2(y) = ) 2 (20)
h, =<y<p,
2
e fala potkolista:
h 2
z(y) = (1 = COSﬂ), (21)
p
e fala elipsoidalna:
IR (22)
z(y) = > 1 (p l)
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Po podstawieniu odpowiedniej postaci funkcji f(y) do wzorow
(12)-(16) mozliwe jest bezposSrednie, analityczne wyznaczenie
wspotczynnika k; dla kazdego typu pofalowania.

Wyniki

Przedstawiono tu wyniki obliczen wspdtczynnika korekcyjnego
§cinania k, uzyskane na podstawie ujednoliconej metody anali-
tycznej, opisanej we wczesniejszym fragmencie pracy. Analiza
obejmuje sze$¢ podstawowych ksztattow rdzenia pofalowanego:
fale sinusoidalng, trojkatng, trapezowa, potkolista, elipsoidalng
oraz prostokatng. Dla wszystkich przypadkow przyjeto te samg
wysokosc fali h oraz okres p, a wyniki przedstawiono w postaci
znormalizowanej wzgledem ilorazu h/p. Qbliczenia wykonano dla
jednostkowe;j sity tnacej V = 1.

Poréwnanie geometrii fal — reprezentacije funkcji z = f(y)

Na rysunku 1 przedstawiono zestaw funkcji opisujacych pojedyncza
komorke periodyczng z = f(y) dla wszystkich analizowanych ksztattow
fal. Rysunek sktada sie z sze$ciu podwykresow w jednym ukfadzie
wspotrzednych (y, ), z zachowaniem tej samej skali dla osi y i z.
Kazda krzywa odpowiada jednej postaci szczegoInej funkciji, zdefinio-
wanej wzorami (17)-(22). Rysunek petni role wytacznie geometryczng
i umozliwia bezpo$rednie pordwnanie stopnia krzywizny, obecnosci
odcinkdw poziomych oraz ostro$ci przej$¢ miedzy zboczami fali.

W tabeli 1 zestawiono podstawowe parametry geometryczne dla
poszczegdlnych ksztattow fal, w tym: grubo$c¢ fali £, wysokoSc fali h,
okres p, dtugo$c¢ fali L, pole przekroju rdzenia w jednej komarce A,
oraz moment bezwfadnosci /, obliczone na podstawie wzordw (4)
i (14). Tabela ta stanowi baze odniesienia do dalszych wynikow
energetycznych i pozwala oceni¢, w jakim stopniu sama geometria
wptywa na wielko$ci pochodne.

Tabela 1. Wybrane parametry analizowanych ksztattow flutingu

t[mm] [ h[mm] | p[mm] | L[mm] | A, [mm?] | |[mm4]
Sinus 0,2 3,0 6,0 8,782 | 1,7564 | 1,6884
Trojkat 0,2 3,0 6,0 12,00 | 2,4000 | 3,6000
Trapez 0,2 3,0 6,0 9,708 | 1,9416 | 2,3562
Prostokat | 0,2 3,0 6,0 8,425 | 1,6970 | 1,2728
Potkole 0,2 3,0 6,0 9,425 | 1,8850 | 2,1206
Pételipsa 0,2 2,0 6,0 7933 | 1,5865 | 0,8714

VA VN

(a) (b)
(d) (e)

Rys. 1. Geometrie analizowanych ksztattow flutingu: (a) sinusoidalny, (b) trojkatny, (c) tra-

pezowy, (d) prostokatny, (e) potkolisty, (f) eliptyczny
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Wartosci wspétczynnika k, dla roznych ksztaftow fal

W tabeli 2 przedstawiono obliczone wartos$ci wspdtczynnika
korekcyjnego $cinania k, dla wszystkich szesciu ksztattow fal,
przy tej samej relacji geometrycznej h/p. Tabela zawiera rowniez
pomocniczo warto$ci znormalizowane k/k..;,, odniesione do fali
sinusoidalnej jako geometrycznego przypadku bazowego. Taki
zapis umozliwia bezpo$rednie poréwnanie wptywu samego ksztat-
tu pofalowania na warto$¢ wspotczynnika przy niezmienionych
wymiarach globalnych rdzenia.

Tabela 2. Wspotczynnik korekcyjny $cinania analizowanych ksztaftow
flutingu

ks [-] ks / K []
Sinus 0,7673 1,000
Tréjkat 0,8385 1,092
Trapez 0,7202 0,939
Prostokat 0,5093 0,664
Potkole 0,6677 0,870
Potelipsa 0,6022 0,785

Na rysunku 2 przedstawiono te same wyniki w postaci wykresu
stupkowego, gdzie kazdy stupek odpowiada jednemu typowi fali.
0$ pionowa przedstawia warto$¢ k;, a 0$ pozioma — kolejno: sinus,
trojkat, trapez, potkole, elipsa oraz prostokat. Ujgcie to pozwala na
szybkie wizualne porownanie poziomow sztywnosci postaciowe;j
dla r6znych geometrii rdzenia.

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

1 2 3 4 5 6

Rys. 2. Wspatczynnik korekcyjny Scinania k; (na osi pionowej) dla wybra-
nych ksztattow flutingu: 1 — sinus, 2 — trojkat, 3 — trapez, 4 — prostokat,
5 —potkole, 6 —potelipsa

Dyskusja

Przedstawione wyniki pokazuja w sposob jed-
noznaczny, ze ksztatt pofalowania rdzenia ma bez-
posredni i istotny wptyw na warto$¢ wspotczynnika
korekcyjnego Scinania k,. Juz na poziomie samych
rozktadow pierwszego momentu pola Q(y) oraz na-
prezen t,,(y) widoczne sg wyrazne roznice migdzy
poszczegolnymi typami fal. Geometrie o przebiegu
gtadkim, takie jak fala sinusoidalna, potkolista czy
elipsoidalna, prowadza do fagodnych rozkfadow na-
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prezen, natomiast fale o ostrych zatamaniach — trojkatna, trapezowa
i prostokatna — generujg wyrazne koncentracje $cinania w okreslo-
nych strefach przekroju.

Roznice te znajduja bezposrednie odzwierciedlenie w war-
tosciach wspotczynnika k,. Dla tej samej relacji h/p uzyskuje sie
wyraznie odmienne poziomy efektywnej sztywnos$ci postaciowej,
co potwierdza, ze wspotczynnik $cinania nie jest wielko$cig uni-
wersalng dla tektury falistej, lecz w naturalny sposob staje sie
funkcja ksztattu fali. Szczegolinie interesujace jest poréwnanie
fal o tej samej amplitudzie, lecz rdznej krzywiznie lokalnej, gdzie
roznice w k, wynikaja wytacznie z geometrii rdzenia. Wskazuje
to, ze dobor ksztattu fali moze by¢ w praktyce traktowany jako
dodatkowy parametr projektowy, niezalezny od samego stosunku
wysokosci do okresu.

Z punktu widzenia zaproponowanej analizy matematycznej
istotne jest rowniez to, ze wszystkie uzyskane wyniki wynikaja
bezposrednio z jednej ogolnej postaci wzoru (16), a roznice miedzy
falami pojawiaja si¢ wytacznie poprzez funkcje f(y). Potwierdza
to spojnosc¢ przyjetego podejscia i pokazuje, ze zaproponowany
model umozliwia jednoznaczne pordwnywanie réznych geometrii
w ramach jednej, wspolnej struktury matematyczne;.

Podsumowanie

W pracy przedstawiono zwarte, ujednolicone sformutowanie
matematyczne, stuzace do wyznaczania wspotczynnika korekcyj-
nego $cinania k; dla ptyt warstwowych z periodycznym rdzeniem
pofalowanym, ze szczegolnym uwzglednieniem tektury faliste;j.
Zastosowane podejScie, oparte na zasadzie rownowaznos$ci energii
odksztatcenia postaciowego, pozwala na opis zagadnienia w spo-
sob w petni 0goliny, niezalezny od konkretnego typu pofalowania.

Wyniki obliczen potwierdzaja, ze ksztatt fali h/p rdzenia stanowi
jeden z kluczowych czynnikow wptywajacych na efektywng sztyw-
no$¢ postaciowa konstrukcii. Dla tej samej smuktosci fali h/p uzysku-
je sie istotnie rozne wartosci wspotczynnika k;, co oznacza, ze nie
moze on by¢ traktowany jako wielko$¢ uniwersalna dla wszystkich
odmian tektury falistej. Roznice te wynikajg bezposrednio z odmien-
nego przebiegu funkcji f(y), a wiec z geometrii rdzenia.

Zaletg zaproponowanego sformutowania jest jego przejrzystosé
matematyczna oraz bezpos$rednie powigzanie wspotczynnika &,
z parametrami geometrycznymi fali. Pozwala to na szybkie po-
rownywanie roznych ksztattow pofalowania bez koniecznosci
stosowania rozbudowanych analiz numerycznych. W tym sensie
przedstawione zalezno$ci moga stanowi¢ uzyteczne narzedzie
w projektowaniu wstepnym, analizach porownawczych oraz dy-
daktyce mechaniki konstrukciji warstwowych.

Przedstawiona praca ma charakter podstawowy i koncepcyjny.
Stanowi ona punkt wyjscia do dalszych badan obejmujacych walida-

cje numeryczng z wykorzystaniem metody elementow skoriczonych,
uwzglednienie wtasno$ci materiafowych rzeczywistych papierow
i klejow, a takze analize wptywu nieliniowosci geometrycznej i ma-
teriatowej na efektywng podatnosc¢ postaciowa tektury falistej.
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