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Wiarygodne szacowanie nośności konstrukcji z papieru oraz tektury 

(np. pudła klapowe, SRP/RRP itp.) oparte jest przede wszystkim na 

precyzyjnie zidentyfikowanym zestawie parametrów wytrzymałoś-

ciowych oraz odpowiednim modelu matematycznym z poprawnie 

sformułowanymi równaniami konstytutywnymi materiału. W niniejszej 

pracy zestawiono i omówiono techniki doboru odpowiednich metod 

identyfikacji parametrów materiałowych tektury falistej. Problem ten 

jest szczególnie ważny w przypadku testów wytrzymałościowych tektury 

falistej, ponieważ w laboratorium najczęściej mierzone są przemiesz-

czenia i/lub wytężenia próbek tektury o różnych kształtach i wymiarach, 

a nie bezpośrednio szukane parametry materiałowe, które wyznacza się 

a posteriori z równań matematycznych. Ponadto, konstytutywny opis tek-

tury falistej zawiera aż kilkanaście parametrów materiałowych, przez co 

wyselekcjonowanie odpowiednich testów laboratoryjnych niezbędnych 

do ich wyznaczenia jest dodatkowo utrudnione. W poprzednich artyku-

łach cyklu omówiono zagadnienia dotyczące warunków pracy tektury, 

sprawdzono wpływ procesów przetwórczych na wytrzymałość tektury 

oraz opisano metody sprawdzania przydatności testów laboratoryjnych 

do identyfikacji w oparciu o analizę wrażliwości. W bieżącym artykule 

porównano skuteczność wykorzystania algorytmów optymalizacji 

i metod odwrotnych w procesie identyfikacji parametrów materiałowych 

tektury falistej. Porównano i zestawiono również wyniki identyfikacji dla 

różnych kombinacji zestawów badań laboratoryjnych.

Słowa kluczowe: tektura falista, analiza odwrotna, parametry mecha-

niczne, testy laboratoryjne
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Reliable estimation of the bearing capacity of paper and board struc-

tures (e.g. flap boxes, SRP / RRP, etc.) is based primarily on a precisely 

identified set of strength parameters and an appropriate mathematical 

model with correctly formulated material constitutive equations. In this 

paper, techniques for selection of appropriate methods for identifica-

tion of corrugated board material parameters are presented and dis-

cussed. This problem is particularly important in the case of strength 

tests of corrugated board, because in the laboratory the displacements 

and / or strains of board samples of various shapes and sizes are 

most often measured, and not directly the material parameters, that 

are determined a posteriori from mathematical equations. In addi-

tion, the constitutive description of corrugated board contains dozen 

material parameters, which makes it difficult to select the appropriate 

laboratory tests, necessary to determine them. In the previous articles 

of the series, issues related to the work conditions of board were 

discussed, the impact of material processing on the strength of board 

was examined and methods for testing the suitability of laboratory 

tests for identification based on sensitivity analysis were described. 

The current article examines the effectiveness of using optimization 

algorithms and inverse methods in the process of identification 

of corrugated board material parameters. The identification results 

for various combinations of laboratory tests were also compared and  

summarized.

Keywords: corrugated board, inverse analysis, mechanical properties, 

laboratory tests

Płyty warstwowe z rdzeniem pofalowanym stanowią istotną grupę 
lekkich konstrukcji stosowanych w opakowaniach, przegrodach 
budowlanych, konstrukcjach transportowych oraz panelach in-
żynierskich. Odpowiedź mechaniczna takich układów w dużej 
mierze zależy od geometrii periodycznego rdzenia, która deter-
minuje podatność na ścinanie poprzeczne, a tym samym efektywną 
sztywność postaciową płyty. Podczas gdy klasyczne współczynniki 
korekcyjne ścinania są dobrze znane w rdzeniach płaskich, brak 
jest ujednoliconej formuły analitycznej dla rdzeni pofalowanych 
o dowolnym kształcie. W niniejszej pracy przedstawiono zwartą 
formułę matematyczną umożliwiającą wyznaczenie współczynnika 
korekcyjnego ścinania  ks dla płyt warstwowych z periodycznym 
rdzeniem pofalowanym o różnych kształtach, takich jak: fala sinu-
soidalna, trapezowa, półkolista, elipsoidalna i trójkątna. Podstawą 
analizy jest zasada równoważności energii odkształcenia posta-
ciowego przekroju rzeczywistego i  jego odpowiednika w teorii 
Timoshenki. Pole naprężeń stycznych rekonstruowane jest na pod-
stawie ogólnego opisu geometrycznego profilu fali i całkowane 
w obrębie jednej komórki periodycznej. Zaproponowana metoda 
pokazuje, w jaki sposób kształt pofalowania wpływa bezpośrednio 
na mechanizm przenoszenia ścinania poprzez rozkład szerokości 
efektywnej oraz moment statyczny. Bez wchodzenia w zagadnie-
nia optymalizacji, czy szczegółowej walidacji numerycznej, praca 
koncentruje się na strukturze matematycznej współczynnika ks oraz 
jego wrażliwości geometrycznej. Uzyskane zależności stanowią 
przejrzyste narzędzie do analiz porównawczych oraz projektowania 
nowych rdzeni w płytach warstwowych, takich jak tektura falista.
Słowa kluczowe: tektura falista, współczynnik korekcyjny ści-
nania, periodyczna geometria rdzenia, konstrukcje warstwowe, 
modelowanie analityczne
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Sandwich plates with corrugated cores represent an important 
class of lightweight structural systems used in packaging, buil-
ding envelopes, transport structures and engineered panels. The 
mechanical response of such systems is strongly influenced by 
the geometry of the periodic core, which governs transverse shear 
deformation and, consequently, the effective shear stiffness of the 
plate. While classical shear correction factors are well established 
for flat sandwich cores, no unified analytical framework exists 
for corrugated cores of arbitrary shape. This short contribution 
presents a concise mathematical formulation for the evaluation 
of the shear correction factor ks in sandwich plates with periodic 
corrugated cores of various geometries, including sinusoidal, 
trapezoidal, semicircular, elliptical and triangular waveforms. 
The formulation is based on energetic equivalence between the 
true cross-sectional shear strain energy and the corresponding 
Timoshenko plate idealization. The shear-stress field is reconstru-
cted using a generalized geometric description of the corrugation 
profile and integrated over one periodic cell. The proposed fra-
mework highlights how the corrugation shape directly influences 
the shear-transfer mechanism through the first moment of area 
and the effective material width distribution. Without focusing 
on numerical optimization or detailed finite element validation, 
the paper emphasizes the mathematical structure of ks and its 
geometric sensitivity. The derived expressions provide compact 
analytical insight into the role of corrugation shape and may serve 
as a transparent tool for preliminary design and comparative stu-
dies of new cores in corrugated bords.
Keywords: corrugated board, shear correction factor, periodic 
core geometry, sandwich structures, analytical modeling
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Wprowadzenie

	Tektura falista należy do najczęściej stosowanych materiałów 
konstrukcyjnych w obszarze opakowań, zabezpieczeń logistycz-
nych oraz lekkich konstrukcji użytkowych. Jej popularność wynika 
z unikalnego połączenia niskiej masy własnej, wysokiej efektyw-
ności materiałowej, podatności na recykling oraz możliwości 
kształtowania właściwości mechanicznych poprzez odpowiedni 
dobór geometrii rdzenia. Kluczowym elementem decydującym 
o zachowaniu mechanicznym tektury falistej jest właśnie jej pe-
riodyczny rdzeń pofalowany, który pełni funkcję dystansującą 
okładziny, a  jednocześnie odpowiada za przenoszenie znacznej 
części obciążeń postaciowych [1-5, 9].

	W klasycznym ujęciu inżynierskim tektura falista traktowana 
jest jako płyta warstwowa [7, 8, 10], w której okładziny przenoszą 
głównie naprężenia normalne związane ze zginaniem, natomiast 
rdzeń odpowiada za przenoszenie ścinania poprzecznego [3].  
Taki podział ról prowadzi w  naturalny sposób do stosowania 
uproszczonych modeli belkowych i płytowych typu Timoshenki lub 
Reissnera-Mindlina, w których deformacje postaciowe są uwzględ-
niane w sposób uśredniony. Kluczowym parametrem tych modeli 
jest wówczas współczynnik korekcyjny ścinania ks, który wiąże 
rzeczywistą, niejednorodną pracę rdzenia z jednorodnym polem 
odkształceń przyjmowanym w modelu jednowymiarowym lub dwu-
wymiarowym.

	Dla rdzeni płaskich oraz jednorodnych rdzeni piankowych istnieją 
dobrze znane wzory analityczne na współczynnik ks, wyprowadzone 
w oparciu o klasyczne rozkłady naprężeń stycznych. Sytuacja za-
sadniczo komplikuje się jednak w przypadku rdzeni pofalowanych, 
których geometria ma charakter periodyczny i silnie nieliniowy. 
W tekturze falistej kształt fali – sinusoidalny, trapezowy, półkolisty, 
elipsoidalny czy trójkątny – wpływa bezpośrednio na mechanizm 
przenoszenia ścinania, rozkład szerokości efektywnej, a także na 
lokalne koncentracje naprężeń. W efekcie współczynnik ks przestaje 
być wielkością uniwersalną, a staje się funkcją geometrii rdzenia.

	W praktyce inżynierskiej wpływ kształtu fali na podatność posta-
ciową tektury falistej bywa często pomijany lub ujmowany w sposób 
empiryczny, na podstawie badań doświadczalnych lub kalibracji 
numerycznych. Choć podejście to bywa skuteczne w projektowaniu 
konkretnych wyrobów, ogranicza ono możliwość analizy porównaw-
czej różnych kształtów fal oraz utrudnia świadome kształtowanie 
geometrii rdzenia pod kątem żądanych właściwości mechanicznych. 
W tym kontekście szczególnie użyteczne stają się proste, przejrzyste 
zależności matematyczne, które pozwalają bezpośrednio powiązać 
kształt fali z efektywną sztywnością na ścinanie.

	Celem niniejszej pracy jest przedstawienie zwartej, ujednolico-
nej metody wyznaczania współczynnika korekcyjnego ścinania ks  
dla płyt warstwowych z periodycznym rdzeniem pofalowanym, 
ze szczególnym uwzględnieniem tektury falistej. Analiza obejmuje 
różne rodzaje geometrii pofalowania, w tym fale sinusoidalne, 

trapezowe, półkoliste, elipsoidalne oraz trójkątne [2-5]. Podstawą 
wyznaczenia współczynnika ks jest zasada równoważności energii 
odkształcenia postaciowego, w której rzeczywista energia ścinania 
w obrębie jednej komórki periodycznej jest zrównywana z energią 
ścinania w uśrednionym modelu Timoshenki.

	W przeciwieństwie do rozbudowanych analiz numerycznych [6],  
celem pracy nie jest szczegółowa walidacja obliczeń przy użyciu 
metody elementów skończonych ani optymalizacja kształtu rdze-
nia, lecz uwypuklenie struktury matematycznej problemu oraz 
pokazanie, w  jaki sposób sam kształt fali wpływa na wartość 
współczynnika ks. Przyjęte podejście umożliwia bezpośrednie 
porównywanie różnych typów pofalowania w sposób czysto 
analityczny, bez konieczności budowy złożonych modeli dys-
kretnych.

	Zaproponowana metoda może być traktowana jako narzędzie 
do analiz porównawczych, projektowania wstępnego oraz celów 
dydaktycznych. Stanowi ona również naturalne uzupełnienie ba-
dań numerycznych i doświadczalnych, dostarczając prostych 
zależności, które pozwalają lepiej zrozumieć mechanizm przeno-
szenia ścinania w tekturze falistej i jego zależność od geometrii 
rdzenia.

Mater ia ł y i  metody

	 Model płyty warstwowej z rdzeniem pofalowanym
	Rozważana płyta warstwowa składa się z dwóch okładzin o jedna-

kowych właściwościach mechanicznych oraz z rdzenia pofalowanego 
o geometrii periodycznej. Oś x jest osią podłużną płyty, natomiast 
przekrój poprzeczny warstw pofalowanych analizowany jest w płasz-
czyźnie (y, z). Rdzeń opisany jest jako funkcja periodyczna:

                  �
(1)

gdzie p oznacza okres pofalowania.
	Geometria jednej komórki periodycznej jest w pełni określona 

w przedziale:
                                  � (2)
	Wysokość rdzenia wynosi:
                   
                    � (3)
	Pole przekroju rdzenia w jednej komórce periodycznej określone 

jest jako:
� (4)
                       

gdzie b(y) oznacza lokalną szerokość efektywną przekroju rdzenia.
Materiał rdzenia charakteryzowany jest modułem ścinania Gc  

w funkcji modułu Young’a Ei oraz współczynnika Poissona vij   

(indeksy i, j oznaczają odpowiednio kierunki MD i CD):

                             �
(5)



688 PRZEGLĄD PAPIERNICZY · 81 · GRUDZIEŃ 2025

TEKTURA FALISTA

Definicja energetyczna współczynnika korekcyjnego ścinania
	Rozkład naprężeń txz stycznych w  rdzeniu pod działaniem 

siły tnącej V jest niejednorodny i zależny od kształtu funkcji f(y).  
Całkowita energia odkształcenia postaciowego w jednej komórce 
periodycznej wynosi:

                    �

(6)

W uśrednionym modelu Timoshenki energia postaciowa w tej 
samej komórce zapisana jest jako:

� (7)
                           

gdzie:
ks – współczynnik korekcyjny ścinania,
AC – pole przekroju rdzenia.

	Z warunku równoważności energii:

                            � (8)
otrzymuje się ogólną definicję współczynnika:

                 �

(9)

	Z uwagi na jednorodność względem siły, przyjmuje się
                                    V = 1.� (10)

Rekonstrukcja pola naprężeń ścinających metodą 
uogólnionego VQ/1

	Dla belkowego przepływu ścinania przyjmuje się klasyczną 
zależność:

                    �
(11)

gdzie:
Q(y) – moment statyczny powyżej warstwy y,
I – moment bezwładności przekroju względem osi obojętnej,
b(y) – efektywna szerokość materiału w danym położeniu.

	Moment statyczny określony jest wzorem:

              �
(12)

a położenie osi obojętnej:

� (13)
                 
Moment bezwładności rdzenia w jednej komórce:

� (14)
                   

	Po podstawieniu wzorów (12)-(14) do (11) uzyskuje się pole 
naprężeń jako jawne wyrażenie zależne od funkcji kształtu f(y).

Postać całki energetycznej
	Podstawiając (11) do definicji energii (6), otrzymuje się:

	�
(15)

Po podstawieniu (15) do (9) dostaje się zwartą postać współ-
czynnika korekcyjnego:

� (16)

                      
	Równanie (16) stanowi ogólną postać matematyczną współ-

czynnika ks dla dowolnego kształtu pofalowania.

Opis kształtów fal jako szczególnych przypadków funkcji f(y) 
	Dla kolejnych typów rdzeni funkcję (1) zapisuje się w postaciach 

szczególnych:
yy fala sinusoidalna:
                         
                              �

(17)

yy fala trójkątna:
  

          � (18)
               
yy fala trapezowa (a = p/4):

� (19)

         
yy fala prostokątna:

� (20)

                 
yy fala półkolista:

� (21)
                    
yy fala elipsoidalna:

� (22)
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	Po podstawieniu odpowiedniej postaci funkcji f(y) do wzorów 
(12)-(16) możliwe jest bezpośrednie, analityczne wyznaczenie 
współczynnika ks dla każdego typu pofalowania.

Wynik i	
Przedstawiono tu wyniki obliczeń współczynnika korekcyjnego 

ścinania ks uzyskane na podstawie ujednoliconej metody anali-
tycznej, opisanej we wcześniejszym fragmencie pracy. Analiza 
obejmuje sześć podstawowych kształtów rdzenia pofalowanego: 
falę sinusoidalną, trójkątną, trapezową, półkolistą, elipsoidalną 
oraz prostokątną. Dla wszystkich przypadków przyjęto tę samą 
wysokość fali h oraz okres p, a wyniki przedstawiono w postaci 
znormalizowanej względem ilorazu  h/p. Obliczenia wykonano dla 
jednostkowej siły tnącej V = 1.

	Porównanie geometrii fal – reprezentacje funkcji z = f(y)
	Na rysunku 1 przedstawiono zestaw funkcji opisujących pojedynczą 

komórkę periodyczną z = f(y) dla wszystkich analizowanych kształtów 
fal. Rysunek składa się z sześciu podwykresów w jednym układzie 
współrzędnych (y, z), z zachowaniem tej samej skali dla osi  y i z. 
Każda krzywa odpowiada jednej postaci szczególnej funkcji, zdefinio-
wanej wzorami (17)-(22). Rysunek pełni rolę wyłącznie geometryczną 
i umożliwia bezpośrednie porównanie stopnia krzywizny, obecności 
odcinków poziomych oraz ostrości przejść między zboczami fali.

	W tabeli 1 zestawiono podstawowe parametry geometryczne dla 
poszczególnych kształtów fal, w tym: grubość fali t, wysokość fali h, 
okres p, długość fali L, pole przekroju rdzenia w jednej komórce  Ac   

oraz moment bezwładności I, obliczone na podstawie wzorów (4) 
i (14). Tabela ta stanowi bazę odniesienia do dalszych wyników 
energetycznych i pozwala ocenić, w jakim stopniu sama geometria 
wpływa na wielkości pochodne.

	Wartości współczynnika ks dla różnych kształtów fal
	W tabeli 2 przedstawiono obliczone wartości współczynnika 

korekcyjnego ścinania ks dla wszystkich sześciu kształtów fal, 
przy tej samej relacji geometrycznej h/p. Tabela zawiera również 
pomocniczo wartości znormalizowane ks/ks.sin, odniesione do fali 
sinusoidalnej jako geometrycznego przypadku bazowego. Taki 
zapis umożliwia bezpośrednie porównanie wpływu samego kształ-
tu pofalowania na wartość współczynnika przy niezmienionych 
wymiarach globalnych rdzenia.

Tabela 2. Współczynnik korekcyjny ścinania analizowanych kształtów 
flutingu

ks [-] ks / ks.sin [-]
Sinus 0,7673 1,000
Trójkąt 0,8385 1,092
Trapez 0,7202 0,939
Prostokąt 0,5093 0,664
Półkole 0,6677 0,870
Półelipsa 0,6022 0,785

	Na rysunku 2 przedstawiono te same wyniki w postaci wykresu 
słupkowego, gdzie każdy słupek odpowiada jednemu typowi fali. 
Oś pionowa przedstawia wartość ks, a oś pozioma – kolejno: sinus, 
trójkąt, trapez, półkole, elipsa oraz prostokąt. Ujęcie to pozwala na 
szybkie wizualne porównanie poziomów sztywności postaciowej 
dla różnych geometrii rdzenia.

Rys. 1. Geometrie analizowanych kształtów flutingu: (a) sinusoidalny, (b) trójkątny, (c) tra-
pezowy, (d) prostokątny, (e) półkolisty, (f) eliptyczny

Dyskusja

	Przedstawione wyniki pokazują w sposób jed-
noznaczny, że kształt pofalowania rdzenia ma bez-
pośredni i istotny wpływ na wartość współczynnika 
korekcyjnego ścinania ks. Już na poziomie samych 
rozkładów pierwszego momentu pola  Q(y) oraz na-
prężeń  txz(y) widoczne są wyraźne różnice między 
poszczególnymi typami fal. Geometrie o przebiegu 
gładkim, takie jak fala sinusoidalna, półkolista czy 
elipsoidalna, prowadzą do łagodnych rozkładów na-

t [mm] h [mm] p [mm] L [mm] Ac [mm2] I [mm4]

Sinus 0,2 3,0 6,0 8,782 1,7564 1,6884

Trójkąt 0,2 3,0 6,0 12,00 2,4000 3,6000

Trapez 0,2 3,0 6,0 9,708 1,9416 2,3562

Prostokąt 0,2 3,0 6,0 8,425 1,6970 1,2728

Półkole 0,2 3,0 6,0 9,425 1,8850 2,1206

Półelipsa 0,2 2,0 6,0 7,933 1,5865 0,8714

Rys. 2. Współczynnik korekcyjny ścinania ks (na osi pionowej) dla wybra-
nych kształtów flutingu: 1 – sinus, 2 – trójkąt, 3 – trapez, 4 – prostokąt, 
5 – półkole, 6 –półelipsa

Tabela 1. Wybrane parametry analizowanych kształtów flutingu
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prężeń, natomiast fale o ostrych załamaniach – trójkątna, trapezowa 
i prostokątna – generują wyraźne koncentracje ścinania w określo-
nych strefach przekroju.

	Różnice te znajdują bezpośrednie odzwierciedlenie w war-
tościach współczynnika ks. Dla tej samej relacji h/p uzyskuje się 
wyraźnie odmienne poziomy efektywnej sztywności postaciowej, 
co potwierdza, że współczynnik ścinania nie jest wielkością uni-
wersalną dla tektury falistej, lecz w naturalny sposób staje się 
funkcją kształtu fali. Szczególnie interesujące jest porównanie 
fal o tej samej amplitudzie, lecz różnej krzywiźnie lokalnej, gdzie 
różnice w ks wynikają wyłącznie z geometrii rdzenia. Wskazuje 
to, że dobór kształtu fali może być w praktyce traktowany jako 
dodatkowy parametr projektowy, niezależny od samego stosunku 
wysokości do okresu.

	Z punktu widzenia zaproponowanej analizy matematycznej 
istotne jest również to, że wszystkie uzyskane wyniki wynikają 
bezpośrednio z jednej ogólnej postaci wzoru (16), a różnice między 
falami pojawiają się wyłącznie poprzez funkcję f(y). Potwierdza 
to spójność przyjętego podejścia i pokazuje, że zaproponowany 
model umożliwia jednoznaczne porównywanie różnych geometrii 
w ramach jednej, wspólnej struktury matematycznej.

Podsumowanie

	W pracy przedstawiono zwarte, ujednolicone sformułowanie 
matematyczne, służące do wyznaczania współczynnika korekcyj-
nego ścinania ks dla płyt warstwowych z periodycznym rdzeniem 
pofalowanym, ze szczególnym uwzględnieniem tektury falistej. 
Zastosowane podejście, oparte na zasadzie równoważności energii 
odkształcenia postaciowego, pozwala na opis zagadnienia w spo-
sób w pełni ogólny, niezależny od konkretnego typu pofalowania.

	Wyniki obliczeń potwierdzają, że kształt fali h/p rdzenia stanowi 
jeden z kluczowych czynników wpływających na efektywną sztyw-
ność postaciową konstrukcji. Dla tej samej smukłości fali h/p uzysku-
je się istotnie różne wartości współczynnika ks, co oznacza, że nie 
może on być traktowany jako wielkość uniwersalna dla wszystkich 
odmian tektury falistej. Różnice te wynikają bezpośrednio z odmien-
nego przebiegu funkcji f(y), a więc z geometrii rdzenia.

	Zaletą zaproponowanego sformułowania jest jego przejrzystość 
matematyczna oraz bezpośrednie powiązanie współczynnika ks 
z parametrami geometrycznymi fali. Pozwala to na szybkie po-
równywanie różnych kształtów pofalowania bez konieczności 
stosowania rozbudowanych analiz numerycznych. W tym sensie 
przedstawione zależności mogą stanowić użyteczne narzędzie 
w projektowaniu wstępnym, analizach porównawczych oraz dy-
daktyce mechaniki konstrukcji warstwowych.

	Przedstawiona praca ma charakter podstawowy i koncepcyjny. 
Stanowi ona punkt wyjścia do dalszych badań obejmujących walida-

cję numeryczną z wykorzystaniem metody elementów skończonych, 
uwzględnienie własności materiałowych rzeczywistych papierów 
i klejów, a także analizę wpływu nieliniowości geometrycznej i ma-
teriałowej na efektywną podatność postaciową tektury falistej.
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